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На основе модернизированных регулярных заряженных метрик Райсснера –Нордстрема и Керра –Нью-

мена с квантовыми ядрами мы предлагаем две модели электрона с нулевой собственной энергией.
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1. ВВЕДЕНИЕ

С момента появления Общей теории относи-
тельности (ОТО) начались попытки построения
моделей элементарных частиц в искривленном
пространстве-времени. Среди авторов таких моде-
лей можно назвать Дж.Б.Джеффри (G.B. Jeffery)
(1921), П.А.М.Дирака (P.А.М.Dirac) (1962), В.Из-
раэля (W. Israel) (1970), К.А.Лопеса (C.А. López)
(1984), О. Грона (O.Gron) (1984), А.Буринского
(1974–2023) и др. К сожалению, все предложенные
модели не нашли своего использования в практи-
ческих расчетах классической и квантовой теории
поля.

Второй проблемой, над решением которой
работали многие ученые и о которой мы будем
говорить в нашей работе, является проблема беско-
нечной собственной энергии заряженной частицы
в классической и квантовой электродинамике.
Линейную расходимость собственной энергии в
классической электродинамике пытались устранить
А.Пуанкаре, М.Борн, Л.Инфельд, П.А.М.Ди-
рак, Дж.Уилер, Р.Фейнман (H.Poincaré, M.Born,
L. Infeld, P.A.M.Dirac, J.Wheeler, R. Feynman) и
др. Для устранения логарифмической расходимо-
сти собственной энергии в квантовой теории поля
была разработана процедура перенормировки масс
фермионов.

Подобные работы продолжаются и в наше вре-
мя. Например, в [1, 2] в квантовой электродинами-
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ке собственная энергия точечного заряда сходится
при учете нелинейности теории в любом конечном
порядке разложения лагранжиана Эйлера – Гейзен-
берга по степеням электрического поля.

В нашей работе на примере электрона мы пред-
лагаем две квантовые модели заряженных элемен-
тарных частиц с нулевыми собственными энерги-
ями. При этом, используя квантовую геометрию
Райсснера –Нордстрема и пренебрегая чрезвычайно
малыми гравитационными коэффициентами, можно
все практические расчеты эффектов классической и
квантовой электродинамики проводить в парадигме
элементарных частиц с точечными массами и элек-
трическими зарядами.

За основу нами было взято феноменологическое
описание квантовых черных дыр для модифициро-
ванных геометрий Шварцшильда (Sq) и Райссне-
ра –Нордстрема (RNq) [3,4]. В этом подходе черные
дыры содержат квантовые ядра, описываемые коге-
рентными состояниями гравитонов. Средние по ко-
герентным состояниям решения безмассового урав-
нения Клейна – Гордона для продольных гравито-
нов приравниваются с определенными коэффициен-
тами классическим потенциалам. Устранение корот-
ких длин волн проводится обрезанием (cut-off) энер-
гии гравитонов. В теории появляется максимальная
энергия гравитонов

kUV =
�c

RS
. (1)

Здесь для удобства, как в [3, 4], мы вводим пара-
метр RS . Первичным в теории является максималь-
ная энергия гравитонов kUV . Наличие квантового
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ядра дает рост квантовым волосам. Квантовые чер-
ные дыры имеют квантовые волосы.

В будущей квантовой теории гравитации обреза-
ние по энергии гравитонов kUV будет заменено стро-
гим интегрированием, а отсутствие коротких длин
волн в когерентных состояниях гравитонов будет
естественным результатом применения более совер-
шенной квантовой теории.

В нашей работе [5] мы распространили под-
ход [3, 4] на модифицированные геометрии Керра
(Kq) и Керра –Ньюмена (KNq), описывающие ре-
гулярные незаряженные и заряженные квантовые
вращающиеся коллапсары. Здесь, как и в случае
геометрии RNq, это название включает в себя либо
черные дыры с квантовыми ядрами и с горизонта-
ми событий, либо вращающиеся квантовые ядра без
горизонтов событий.

В работе [5] для заряженных вращающихся кол-
лапсаров с массой M , зарядом Q и угловым момен-
том J при значении параметра

RS = Rreg
S =

π

8

Q2

Mc2
(2)

мы получили полную регуляризацию квантовых
метрик KNq с конечными значениями таких вели-
чин ОТО, как массовая функция mKNq (r), тензор
Риччи Rμν (r, θ)q, скаляр Кретчмана Kq (r, θ) и т.д.

При RS = Rreg
S полная энергия квантово-

го заряженного вращающегося коллапсара равна
E = Mc2, т. е. собственная энергия коллапсара
равна нулю. Из-за наличия квантового ядра элек-
тромагнитные силы, ответственные за собственную
энергию коллапсара, компенсируются гравитацион-
ными силами.

Аналогичные результаты получаются и для
квантовой метрики RNq [4].

В разд. 2 на основе квантовых геометрий RNq и
KNq мы предлагаем две квантовые модели электро-
на с нулевыми собственными энергиями. В разд. 3
сравниваются модели электронов друг с другом и
отдается некоторое предпочтение модели с кванто-
вой геометрией RNq. В Заключении сформулирован
основной результат статьи.

В Приложении приведена процедура расчета
энергии заряженной вращающейся черной дыры с
квантовым ядром (см. [5]).

2. КВАНТОВЫЕ МОДЕЛИ ЭЛЕКТРОНА

На основе регулярных квантовых моделей за-
ряженных вращающихся и невращающихся чер-
ных дыр [4, 5] мы предлагаем к рассмотрению две

квантовые модели электрона с модифицированны-
ми метриками KNq и RNq.

2.1. Модифицированная геометрия

Керра –Ньюмена

Для модели электрона мы будем использовать
метрику Cürses –Cürsey [6]1):

ds2KNq =

(
1−

2rme
KNq (r)

ρ2

)
dt2+

+
4ae r m

e
KNq (r) sin

2 θ

ρ2
dtdϕ−

− ρ2

Δ
dr2 − ρ2dθ2 − Σ sin2 θ

ρ2
dϕ2, (3)

где me
KNq (r) — массовая функция,

ρ2 = r2 + a2e cos
2 θ, (4)

Δ = r2 − 2rme
KNq (r) + a2e, (5)

Σ =
(
r2 + a2e

)2 − a2eΔsin2 θ, (6)

ae =
|Je|
me

=
�

2me
. (7)

В выражении (7)me — масса электрона, |Je| = �/2—
спин электрона.

В общем случае для черной дыры с массойM , за-
рядом Q и угловым моментом J массовые функции
m (r) для классических и квантовых метрик Кер-
ра (K) и Керра –Ньюмена (KN) не зависят от пара-
метра вращения a = J/M и соответственно равны
массовым функциям для классических и квантовых
метрик Шварцшильда и Райсснера –Нордстрема.

Для электрона квантовая массовая функция
равна

me
KNq (r) = me

RNq (r) =

= Gme
2

π
Si
(
keUV

�c
r

)
− Ge2

2r

[
1− cos

(
keUV

�c
r

)]
=

= Gme
2

π
Si
(

r

Re
S

)
− Ge2

2r

[
1− cos

(
r

Re
S

)]
. (8)

Здесь Si (x) =
x∫
0

sinx′

x′ dx′ — интегральный синус. Со-

гласно (2),

Re
S =

π

8

e2

mec2
= 1.11 · 10−13 см. (9)

1) Ниже мы будем использовать единицы со скоростью све-
та c = 1. При вычислении численных значений параметров
теории будет использоваться значение c = 3 · 10

10 см/с.

60



ЖЭТФ, том 167, вып. 1, 2025 Квантовые модели электрона с нулевой собственной энергией

Согласно (1), максимальная (cut-off) энергия грави-
тонов равна

keUV =
�c

Re
S

= 178МэВ.

Асимптотики квантовой массовой функции (8) име-
ют вид

me
KNq

∣∣
r→∞ = Gme, (10)

me
KNq

∣∣
r→0

=
1

18

Gme

π

(
r

Re
S

)3

→ 0. (11)

Согласно (10), квантовая метрика KN при r → ∞
становится асимптотически плоской.

Для классической метрики KN массовая функ-
ция mcl

KN = 0 при re = e2/2me, т. е. при r = re клас-
сическая метрика является плоской [7]. Для кванто-
вых метрик Kq и KNq в интервале r ∈ (0,∞) всюду
присутствует искривленное пространство-время [5].

2.2. Модифицированная геометрия

Райсснера –Нордстрема

Квантовую метрику RNq [4] можно получить из
выражения (3), полагая ae = 0:

ds2RNq =

(
1−

2me
RNq (r)

r

)
dt2−

− 1

1−
2me

RNq (r)

r

dr2 − r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (12)

где me
RNq (r) приведено в (8).

Квантовая метрика RNq при r → ∞ являет-
ся асимптотически плоской (см. (10)). Компонента
g00 = −1/g11 при r → 0 равна

g00 = 1− Gme

9πc2Re
S

(
r

Re
S

)2

=

= 1− 2.15 · 10−44

(
r

Re
S

)2

, (13)

т. е. при r = 0 метрика (12) становится плоской.

2.3. Характеристики моделей электрона

Приведем применительно к электрону некоторые
характерные числа:

me = 9.1 · 10−28 г, e2 = 2.31 · 10−19 эрг · см,

спин:
�

2
= 0.5 · 1.054 · 10−27 эрг · с,

G = 6.67 · 10−8 см3

г · с2 , c = 3 · 1010 см
с
,

Re
H =

2Gme

c2
= 1.35 · 10−55 см,

Ge2

c4
=
(
1.38 · 10−34

)2
см2,

a2e =

(
�

2mec

)2

=
(
1.93 · 10−11

)2
см2,

β1 =
Ge2

c4
4

(Re
H)2

= 4.2 · 1042,

β2 =
4a2e

(Re
H)

2 = 8.2 · 1088, т.е. β1 + β2 � 1,

Rcl =
e2

mec2
= 2.82 · 10−13 см,

Re
S =

π

8

e2

mec2
= 1.11 · 10−13 см,

keUV =
�c

Re
S

= 178 МэВ,

Re
S

Re
H

=
1.11 · 10−13

1.35 · 10−55
= 0.82 · 1042.

Мы видим, что для электрона β1 + β2 � 1,
Re

S/R
e
H � 1. Это означает, что в моделях электро-

на с квантовыми метриками RNq и KNq отсутству-
ют горизонты событий [8]. Предлагаемые модели
электрона представляют собой либо вращающиеся
(KNq), либо невращающиеся (RNq) коллапсары без
горизонтов событий и с квантовыми ядрами, опре-
деляемыми когерентными состояниями гравитонов
с максимальной энергией keUV = 178 МэВ.

2.4. Электромагнитные потенциалы

Для классических метрик Райсснера –Нордстре-
ма и Керра –Ньюмена с массойM и зарядом Q мас-
совая функция состоит из двух слагаемых:

mcl (r) =
(
mcl (r)

)
M
+
(
mcl (r)

)
Q
= GM−GQ2

2r
. (14)

«Зарядная» часть массовой функции(
mcl (r)

)
Q
= −GQ2/2r

обеспечивает равенство «зарядных» частей компо-
нент тензора Эйнштейна, разделенных на 8πG, с
соответствующими компонентами тензора энергии-
импульса электромагнитного поля, определенными
из уравнений Максвелла,(

G ν
μ

)
Q

8πG
=
(
T ν
μ

)
em

.
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При этом для классической геометрии KN
электромагнитные потенциалы Aμ выбираются в
форме [9]

Aμ =
Qr

ρ2
(
1, 0, 0,−a sin2 θ

)
. (15)

Электромагнитные поля при r → ∞ проявляют се-
бя в виде суперпозиции кулоновского поля и поля
магнитного диполя μ = Qa. Гиромагнитное отноше-
ние μ/|J | = Q/m, что совпадает с гиромагнитным
отношением для дираковского электрона. Сложная
внутренняя электромагнитная структура источника
классической метрики KN представлена, например,
в работе [10].

Для классической метрики Райсснера –Норд-
стрема (RN) (a = 0) в (15) остается только скаляр-
ный кулоновский потенциал A0 = Q/r.

Для регулярных квантовых метрик электрона
(с учетом связи me и e2 в (9)) «зарядную» часть
массовой функции можно оставить такой же, что и
для классических метрик RN и KN. Тогда массовая
функция (8) будет равна

me
RNq (r) = me

KNq (r) =

= Gme

[
2

π
Si
(

r

Re
S

)
+

4

π

cos (r/Re
S)

r/Re
S

]
− Ge2

2r
. (16)

В этом случае электромагнитные свойства предла-
гаемых моделей электрона совпадают с электромаг-
нитными свойствами источников классических мет-
рик Райсснера –Нордстрема и Керра –Ньюмена.

2.5. Собственная энергия электрона

В работе [5] мы установили, что при

RS = Rreg
S = πQ2/8M

энергия вращающейся заряженной квантовой чер-
ной дыры равна E = M (см. также Приложение).
Аналогичное равенство справедливо для квантовой
метрики RNq при любом значении RS . Для моделей
электрона в естественных единицах

Re
S = πe2/8mec

2 = 1.11 · 10−13см.

Равенство E = me означает, что собственная
энергия электрона Eem равна нулю.

3. ОБСУЖДЕНИЕ

Итак, мы рассмотрели две квантовые модели
электрона на основе модифицированных метрик

Таблица. Сравнение характеристик моделей элек-

трона в квантовых геометриях Райсснера –Норд-

стрема (RNq) и Керра –Ньюмена (KNq)

Характеристика моделей электрона RNq KNq

1 Ee = me, Eem = 0 + +

2 Слабое энергетическое условие + −

3
|J | = �/2, дираковское гиромагнит-

ное отношение μ/ |J | = e/me

− +

4 Отсутствие горизонтов событий + +

5
Конечность величин ОТО, таких

как массовая функция, тензор

Риччи, скаляр Кретчмана и т. д.

+ +

6
Совместимость с уравнениями

Максвелла
+ +

7
Стационарные связанные состояния

в полях регулярныхчерныхдыр
+ −

Райсснера –Нордстрема и Керра –Ньюмена. Можно
ли на данном этапе отдать предпочтение какой-либо
одной модели? Для ответа на этот вопрос проведем
сравнение некоторых характеристик рассмотренных
моделей. Сравнение проведем при

RS = Re
S =

πe2

8me
.

В таблице знаками «+», «−» обозначено присут-
ствие или отсутствие ключевых характеристик рас-
смотренных моделей.

Кратко обсудим пункты 1–7 таблицы.
Пункт 1. Для обеих моделей

Ee = mec
2, Eem = 0.

Мы обнаружили важный аспект: гравитация в
заряженных квантовых метриках Керра –Ньюмена
(с вращением) и Райсснера –Нордстрема (без вра-
щения) при RS = Re

S компенсирует электромагнит-
ную составляющую в выражениях для полной энер-
гии квантовой черной дыры.

В классической электродинамике собственная
энергия заряженной частицы Ecl

em = e2
/
2r линей-

но расходится при r → 0. В квантовой теории поля
собственная энергия заряженной частицы определя-
ется бесконечным рядом теории возмущений со сла-
гаемыми с логарифмической расходимостью.

Пункт 2. Для квантовой геометрии RNq плот-
ность энергии ρε (r), радиальное давление p1 (r), на-
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пряжения p2 (r) = p3 (r) имеют вид [4]

ρε (r) = −p1 (r) =
me

π2 (Re
S)

3×

×
[

1

(r/Re
S)

4

(
1− cos

(
r

Re
S

))
−

− 1

2 (r/Re
S)

3 sin

(
r

Re
S

)]
, (17)

p2 (r) = p3 (r) =
me

π2 (Re
S)

3×

×
[

1

(r/Re
S)

4

(
1− cos

(
r

Re
S

))
+

1

4 (r/Re
S)

2 cos

(
r

Re
S

)
−

− 3

4 (r/Re
S)

3 sin

(
r

Re
S

)]
. (18)

При r → 0 имеем ρε (r)→ K/24, pi (r)→ −K/24, где
i = 1, 2, 3 и K = me/π

2 (Re
S)

3. Отсюда следует, что
для квантовой геометрии RNq в окрестности r = 0

выполняется слабое энергетическое условие ρε ≥ 0,
ρε + pi ≥ 0, i = 1, 2, 3.

Конкретно формулы (17), (18) показывают, что
при r = 0 ρε = K/24, ρε + pi = 0, i = 1, 2, 3.

Для квантовой геометрии RNq при r = 0

выполняется также условие энергодоминантности
ρε ≥ |pi|, i = 1, 2, 3. В нашем случае ρε = |pi| .

Для квантовой геометрии Керра –Ньюмена
асимптотики плотности энергии ρε (r, μ) при r → 0

получаются из формулы (7) в [5] (здесь и ниже
μ = cos θ):

ρε (r, μ) =
K

12

μ2 − 1

μ4

(
r

ae

)2

, μ 	= 0,

ρε (r, μ) = 84K, μ = 0.

(19)

При μ 	= 0, ±1 плотность энергии в окрестности
r = 0 отрицательна. В этом случае не удовлетво-
ряется ни одно энергетическое условие.

Пункт 3. В квантовой модели KNq можно вве-
сти модуль спина |J | = �/2, при этом выполняется
дираковское гиромагнитное отношение. Однако вве-
дение квантового оператора спина S = (�/2)σ за-
труднительно при классическом определении угло-
вого момента в геометрии Керра –Ньюмена. Выше
σi — двумерные матрицы Паули.

В квантовой геометрии RNq угловой момент J

равен нулю. В квантовой модели электрона с гео-
метрией RNq предполагается, что оператор спина S

и гиромагнитное отношение e/me являются чисто
квантовыми свойствами, заданными извне.

Пункт 4. В обеих моделях отсутствуют горизон-
ты событий.

Пункт 5. В обеих моделях величины ОТО, та-
кие как массовая функция, тензор Риччи, скаляр
Кретчмана и т.д., являются конечными.

Пункт 6. Квантовые геометрии RNq и KNq сов-
местимы с уравнениями Максвелла (см. разд. 2.4
данной работы). Однако, безусловно, электромаг-
нитная структура модели RNq значительно про-
ще, чем электромагнитная структура модели KNq.
Источником электромагнитного поля в квантовой
модели RNq является точечный электрический за-
ряд e, расположенный в центре системы (r = 0). На
больших расстояниях электромагнитное поле стре-
мится к кулоновскому полю.

Источником электромагнитного поля в кванто-
вой модели KNq является система токов и поверх-
ностных электрических зарядов, распределенных по
диску радиуса ae = |Je|/mec с центром в r = 0 [10].

При r →∞ электромагнитное поле является су-
перпозицией кулоновского поля и поля магнитного
диполя μ = ea.

Пункт 7. В квантовой геометрии RNq метри-
ка (12) становится асимптотически плоской при
r → ∞, и важно, что при RS = Re

S и r → 0 мет-
рика (12) также является плоской (см. (13)). В этом
случае задачу определения собственных функций и
собственных значений уравнения Дирака для дви-
жения фермионов в поле RNq можно решать, ис-
пользуя однозначные граничные условия из анало-
гичной задачи для движения фермионов в кулонов-
ском поле электрона в плоском пространстве Мин-
ковского.

В случае квантовой геометрии Керра –Ньюмена
мы сталкиваемся с другой ситуацией. При r → 0 и
RS = Re

S метрика (3) остается неплоской и имеет
следующий вид:

ds2KNq = dt2 − cos2 θdr2 − a2e cos
2 θdθ2−
− a2e sin

2 θdϕ2. (20)

В [11, 12] показано, что в этом случае уравнение
Дирака имеет два квадратично интегрируемых ре-
шения, что делает невозможной постановку задачи
о собственных значениях и собственных функциях
для фермионов, движущихся в классическом или
квантовом пространстве-времени KN.

Для определенности квантовомеханической за-
дачи необходимо проводить самосопряженное рас-
ширение гамильтониана, что, как правило, приво-
дит к установлению нового граничного условия в
окрестности r = 0 (см., например, [13, 14]).
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В результате анализа таблицы мы пришли к вы-
воду, что в настоящее время предпочтительнее ис-
пользовать квантовую модель электрона с модифи-
цированной геометрией Райсснера –Нордстрема.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы предложили две квантовые модели электро-
на с нулевыми собственными энергиями. Модели
предложены на основе квантовых геометрий Райс-
снера –Нордстрема [4] и Керра –Ньюмена [5]. Важ-
ным для регуляризации ключевых величин ОТО яв-
ляется выбор Re

S = πe2/8mec
2 � 1.11 · 10−13см. При

этом keUV = �c/Re
S ≈ 178 МэВ. Предложенные мо-

дели позволяют решить давнюю проблему линейной
расходимости собственной энергии заряженной час-
тицы в классической электродинамике. В рассмот-
ренных моделях гравитация компенсирует электро-
магнитную составляющую в выражениях для пол-
ной энергии электрона.

Можно предположить, что при появлении более
совершенных квантовых теорий гравитации анало-
гичным образом будет решена проблема бесконеч-
ной собственной энергии заряженных фермионов в
квантовой теории поля.

Примечательно, что при использовании моде-
ли электрона с квантовой геометрией Райсснера –
Нордстрема можно кроме нулевой собственной энер-
гии все остальные эффекты классической и кванто-
вой электродинамики вычислять в стандартной па-
радигме элементарной частицы с точечными массой
me и электрическим зарядом e < 0. Это связано
с чрезвычайно малыми значениями коэффициентов

Gme/c
2 � 0.7 · 10−55 см и Ge2/c4 � 1.9 · 10−68 см2 в

формуле (16) для массовой функции me
RNq(r). Учет

столь малых коэффициентов в численных расче-
тах и сравнение с экспериментами чрезвычайно вы-
сокой точности — дело отдаленного будущего. Ис-
ключением является вычисление полной энергии за-
ряженной элементарной частицы и ее собственной
энергии.

Пренебрежение коэффициентами Gme/c
2 и

Ge2/c4 превращает квантовую геометрию Райс-
снера –Нордстрема в плоское пространство-время
Минковского. В этом случае мы возвращаемся
в область применимости классической и кван-
товой электродинамики заряженных лептонов
Стандартной модели.
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ПРИЛОЖЕНИЕ.
ЭНЕРГИЯ ЗАРЯЖЕННОЙ

ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ЧЕРНОЙ ДЫРЫ
С КВАНТОВЫМ ЯДРОМ [5]

Для квантовой метрики KN полная энергия,
определяемая интегралом по объему от плотности
энергии T 0

0 ≡ ρε (r, θ) равна

E =

∫
T 0
0

√
−gdV =

1

4G

∞∫
0

dr

1∫
−1

dμ
(
r2 + a2μ2

)
G 0

0 (r, μ) =

=
1

4G

∞∫
0

dr

1∫
−1

dμ

[
2
r4 +

(
ρ2 − r2

)2
+ a2

(
2r2 − ρ2

)
ρ4

m′
KNq

−
ra2
(
1− μ2

)
ρ2

m′′
KNq

]
=

=
1

4G

∞∫
0

dr

{[
8− 4

r

a
arctg

a

r

][
GM

2

π

sin (r/RS)

r
+

CQ2

2r2

(
1− cos

( r

RS

))
− CQ2

2rRS
sin
( r

RS

)]
+

+

[
2r − 2

r2

a
arctg

a

r
− 2a arctg

a

r

][
GM

2

π

cos (r/RS)

r/RS

1

R2
S

−GM
2

π

sin (r/RS)

(r/RS)
2

1

R2
S

− CQ2

r3

(
1− cos

( r

RS

))
+

+
CQ2

r2RS
sin
( r

RS

)
− CQ2

2rR2
S

cos
( r

RS

)]}
= M +

1

2

|J |
RS

− π

16

Q2 |J |
M

1

R2
S

= M +
1

2

|J |
�
kUV −

π

16

Q2 |J |
M

k2UV

�2
.
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Для метрик K, KN

√−g = ρ2 sin θ; ρ2 = r2 + a2μ2, μ = cos θ;

m′
KNq ≡

dmKNq

dr
, m′′

KNq ≡
d2mKNq

dr2
,

mKNq = GM
2

π
Si
(

r

RS

)
− GQ2

2r

(
1− cos

(
r

RS

))
.

При

RS = Rreg
S =

π

8

Q2

Mc2

полная энергия квантового заряженного вращающе-
гося коллапсара равна E = Mc2. Величины ОТО,
такие как массовая функция m (r), тензор Риччи
Rμν (r, θ), скаляр Кретчмана K (r, θ) и т. д. стано-
вятся регулярными.
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