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Получено уравнение эволюции поляризации (плотности электрического дипольного момента) для муль-

тиферроиков II типа, в которых поляризация пропорциональна векторному произведению спинов ионов

ячейки. Рассмотрен режим, в котором основным механизмом эволюции является обменное кулоновское

взаимодействие, моделируемое гамильтонианом Гейзенберга. Полученное уравнение эволюции поляри-

зации содержит плотность спина и плотность нематического тензора, возникающего как антикоммутатор

спинов для частиц с S = 1 и более (для частиц со спином S = 1/2 он вырождается в концентрацию

частиц). Также для построения замкнутой модели эволюции спина и поляризации в мультиферроиках

получены уравнения для упомянутых выше физических величин. Приведено обоснование спин-токовой

модели с помощью уравнения баланса импульса и уравнения эволюции спина, выведенных из микроско-

пического многочастичного уравнения Паули с учетом спин-орбитального взаимодействия. Для анализа

механизма формирования электрического дипольного момента, пропорционального векторному произ-

ведению спинов магнитных ионов, использована спин-токовая модель, в рамках которой получена связь

коэффициента пропорциональности с обменным интегралом. В работе использовано приближение сред-

него поля, когда многочастичная волновая функция системы ионов аппроксимируется произведением

одночастичных функций.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Многообразие явлений в магнитоупорядоченных
и диэлектрически упорядоченных средах приковы-
вает внимание исследователей на протяжении по-
следних десятилетий. Одним из примеров теоре-
тического исследования является знаменитое урав-
нение Ландау – Лифшица – Гильберта для эволюции
магнитного момента в магнитоупорядоченных сре-
дах, концепция которого была предложена Ландау
и Лифшицем в 1935 году. Особый интерес вызывает
одновременное проявление магнитного и диэлектри-
ческого упорядочения, возникающее в средах, назы-
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ваемых мультиферроиками. Более того, эти явле-
ния могут сосуществовать сравнительно независи-
мо (мультиферроики I типа) или проявлять взаимо-
связь (II типа) [1]. В настоящей работе мы рассмат-
риваем мультиферроики II типа, в которых поля-
ризация ячейки кристалла формируется пропорцио-
нально векторному произведению спинов входящих
в нее магнитных ионов.

Обычно выделяют три механизма возникнове-
ния поляризации в мультиферроиках II типа [2], для
каждого из которых была предложена связь элек-
трического дипольного момента ячейки кристалла
и спинов входящих в нее магнитных ионов [2]. Осо-
бенности структуры кристаллической решетки для
формирования мультиферроиков также можно най-
ти в работе [2]. Для рассматриваемого нами слу-
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чая связь дипольного момента и спинов магнитных
ионов была выведена в работе [3] на основе спин-
токовой модели. Она использована нами ниже для
вывода макроскопического выражения для поляри-
зации, которое совпадает с результатом работы [4],
в которой поляризация была получена из сообра-
жений симметрии в применении к термодинамиче-
ским потенциалам. Мы также рассматриваем обос-
нование спин-токовой модели с точки зрения метода
квантовой гидродинамики [5–9], который является
основным методом исследования в настоящей рабо-
те. Использование эффективного спинового тока в
уравнении эволюции спинового поля, обусловленно-
го обменным взаимодействием, позволяет не только
воспроизвести результат работы [4], но и дать связь
между коэффициентом, определяющим дипольный
момент ячейки, и обменным интегралом. Более то-
го, дано обобщение результата работы [4] при уче-
те вклада квантового спинового тока, связанного
с потенциалом Бома. Такое обобщение также поз-
воляет уточнить область применимости результа-
та, полученного в работе [4]. Предложенный нами
подход к обоснованию вида поляризации и, можно
сказать, к обоснованию спин-токовой модели, позво-
ляет установить коэффициент пропорциональности
между спиновым током и поляризацией.

Описанные выше результаты служат предвари-
тельными перед выводом уравнения эволюции поля-
ризации, для которого можно включить набор воз-
можных взаимодействий в исходный гамильтони-
ан в микроскопическом нестационарном уравнении
Шредингера – Паули. Однако в этой работе мы огра-
ничиваемся рассмотрением кулоновского обменного
взаимодействия в форме гамильтониана Гейзенбер-
га ĤH = −J Ŝ1 · Ŝ2, где Ŝ1 и Ŝ2 — спины двух взаи-
модействующих частиц (в нашем случае ионов), а
J — обменный интеграл, связанный с перекрытием
волновых функций электронов.

В большинстве случаев при анализе магнитных
явлений ограничиваются использованием намагни-
ченности среды, которая пропорциональна плотно-
сти спина (для системы магнитных частиц одно-
го сорта). Однако такое упрощенное представление
справедливо только для частиц со спином 1/2 [10].
При рассмотрении атомов/ионов с большим спи-
ном, что справедливо для большинства магнети-
ков, образующих магнитоупорядоченные состояния
(ферромагнитные фазы, антиферромагнитные фа-
зы и т.д.), квантовые средние значения произведе-
ний проекций операторов спина одной частицы дают
новые физические величины. Простейшим приме-
ром является нематический тензор, пропорциональ-

ный квантовому среднему антикоммутатора опера-
торов спина [11, 12]. При рассмотрении отдельных
доменов ферромагнетика мы видим систему парал-
лельных спинов. В этом случае нематический тензор
можно, по крайней мере приближенно, выразить че-
рез единственную отличную от нуля проекцию спи-
на. Однако при распространении возмущения кар-
тина усложняется, и степень неточности прибли-
женного перехода от нематического тензора к ком-
бинации проекций спина возрастает и требует систе-
матической оценки. Аналогичная ситуация возника-
ет в области доменной стенки. В настоящей работе
мы останавливаемся на обсуждении нематического
тензора в связи с тем, что он входит в уравнение
эволюции электрической поляризации. Поэтому ни-
же мы выводим уравнение эволюции нематическо-
го тензора наряду с уравнением эволюции плотно-
сти спина и уравнением эволюции поляризации. От-
метим, что обменное взаимодействие для системы
ионов со спином больше 1/2 не ограничивается сла-
гаемым ĤH = −J Ŝ1 · Ŝ2, а по меньшей мере для
частиц со спином S = 1 дает биквадратный обмен
ĤH2 = −J̃(Ŝ1 · Ŝ2)

2. Его вклад в уравнение Ландау –
Лифщица и необходимость использования немати-
ческого тензора рассмотрены в работе [13]. Однако
в настоящей работе мы сфокусированы на вкладе
обменного взаимодействия, описываемого гамильто-
нианом Гейзенберга ĤH = −J Ŝ1 · Ŝ2.

Статья организована следующим образом.
В разд. 2 рассмотрены основы метода квантовой
гидродинамики и использовано уравнение ба-
ланса импульса для приближенного обоснования
спин-токовой модели поляризации. В разд. 3 ис-
следуется связь микроскопического электрического
дипольного момента и макроскопической плотности
электрического дипольного момента. В разд. 4
получено уравнение эволюции поляризации под
влиянием обменного взаимодействия, описываемого
гамильтонианом Гейзенберга. Вывод уравнения
эволюции выполнен, исходя из микроскопической
теории. В разд. 5 представлено краткое обсуждение
полученных результатов.

2. МЕТОД КВАНТОВОЙ
ГИДРОДИНАМИКИ — УРАВНЕНИЕ

БАЛАНСА ИМПУЛЬСА, РАВНОВЕСНОЕ
СОСТОЯНИЕ, ОБОСНОВАНИЕ
СТРУКТУРЫ ПОЛЯРИЗАЦИИ

Простейшим определением в квантовой теории
материальных полей является концентрация числа
частиц (мы учитываем только магнитные ионы, но
более общая модель позволяет учесть концентрацию
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частиц другого сорта — немагнитных ионов)

n(r, t) =

∫
Ψ†

S(R, t)
∑

i

δ(r − ri)ΨS(R, t) dR. (1)

Эволюция концентрации приводит к уравнению
непрерывности, в котором возникает плотность по-
тока частиц j, совпадающая с плотностью импуль-
са для нерелятивистских систем. В этой работе мы
частично рассматриваем спин-орбитальное взаимо-
действие для анализа спин-токовой модели, т. е. мы
учитываем релятивистские эффекты. Здесь важно
различать плотность потока частиц и плотность им-
пульса частиц. Структура плотности потока частиц
использована в работе [14] для обоснования спин-
токовой модели. Мы же, в настоящей работе, рас-
сматриваем уравнение эволюции плотности импуль-
са и баланс сил в нем для переосмысления резуль-
тата работы [14] в рамках метода квантовой гидро-
динамики.

Следуя логике определения концентрации (1),
мы задаем плотность импульса

p(r, t) =

∫ (
Ψ†

S(R, t)
∑

i

δ(r− ri) p̂iΨS(R, t) +

+ H. c.
)
dR, (2)

и плотность спина

S(r, t) =

∫
Ψ†

S(R, t)
∑

i

δ(r− ri)(ŝiΨ(R, t))S dR, (3)

где H. c. использовано для обозначения эрмитово-со-
пряженного слагаемого.

2.1. Уравнения баланса импульса и спина

Основная цель этой работы — рассмотреть вли-
яние обменного взаимодействия на эволюцию элек-
трической поляризации в мультиферроиках II типа.
Однако мы начнем с предварительного анализа оп-
ределения поляризации. Для этого рассмотрим эво-
люцию импульса и спиновой плотности среды. При
этом мы учтем ряд других взаимодействий, а имен-
но, спин-орбитальное взаимодействие, взаимодейст-
вие Дзялошинского – Мория и энергию электричес-
кого дипольного момента во внешнем электричес-
ком поле. В итоге мы используем микроскопическое
многочастичное уравнение Шредингера – Паули

ı~∂tΨ(R, t) = ĤΨ(R, t) (4)

с гамильтонианом взаимодействий вида

Ĥ =

N∑

i=1

[
−d̂i ·Ei −

1

2mc
(µ̂i · [Ei × p̂i])−

− µ̂i ·Bi −
1

2

N∑

j=1,
j 6=i

(
Uij ŝi · ŝj +Dij · [ŝi × ŝj]

)]
. (5)

Здесь N — полное число частиц/ионов, Ψ(R, t) —
волновая функция системы частиц, R = {r1, ..., rN},
d̂i — оператор электрического дипольного момента,
который определен через смещение ионов, его даль-
нейшая связь со спинами ионов [2] будет определена
в процессе анализа получаемых уравнений эволю-
ции макроскопических функций, p̂i = −i~∇̂ — опе-
ратор импульса i-й частицы, ~ — приведенная по-
стоянная Планка, mi — масса частицы, c — скорость
света в вакууме, Ei и Bi — напряженность электри-
ческого и индукция магнитного полей, действующих
на i-ю частицу/ион, ŝi — размерный оператор спи-
на, µ̂i — оператор магнитного момента, пропорцио-
нальный оператору спина µ̂i = γiŝi через гиромаг-
нитное отношение γi, Uij = U(ri − rj) — скаляр-
ный коэффициент обменного кулоновского взаимо-
действия гамильтониана Гейзенберга (обменный ин-
теграл), Dij = D(ri−rj) = −Dji — векторный коэф-
фициент обменного спин-орбитального взаимодей-
ствия Дзялошинского – Мория. Далее в работе ис-
пользовано приближение среднего поля, когда мно-
гочастичная волновая функция системы ионов ап-
проксимируется произведением функций.

Гамильтониан (5) содержит пять слагаемых,
соответствующих различным взаимодействиям,
а именно (в порядке расположения слагаемых в
гамильтониане): потенциальная энергия диполь-
ных моментов во внешнем электрическом поле,
спин-орбитальное взаимодействие, отвечающее
действию электрического поля на магнитные мо-
менты ионов [15] (см. разд. 33 и 83), потенциальная
энергия магнитного момента во внешнем магнит-
ном поле, обменное кулоновское взаимодействие
в форме гамильтониана Гейзенберга, обменное
спин-орбитальное взаимодействие Дзялошинско-
го – Мория. Более детальное описание позволяет
учесть электрическое поле, создаваемое диполями
системы и действующее на дипольные моменты
наряду с внешним электрическим полем. Так-
же можно отметить, что электрическое поле в
спин-орбитальном взаимодействии может быть
вызвано электрическими дипольными моментами
среды. Учет обменного взаимодействия в гамиль-
тониане для уравнения Шредингера не является
примером фундаментального микроскопическо-
го подхода. В данной работе мы рассматриваем
материалы с сильно выраженными магнитными
и диэлектрическими свойствами. Эти свойства
формируются в группах ионов, расположенных в
узлах кристаллической решетки. Таким образом,
часть взаимодействий, приводящая к формирова-
нию иона или кристаллической решетки, явно не

667



П. А. Андреев, М. И. Труханова ЖЭТФ, том 166, вып. 5 (11), 2024

учитывается. Обменная часть электромагнитного
взаимодействия валентных электронов опосредо-
ванно учитывается соответствующими слагаемыми
в гамильтониане, что отражает переход на мас-
штаб расстояний и энергий, на которых ионы и их
композиции являются «элементарными» объектами
нашей теории.

Следуя методу квантовой гидродинамики, мы
получаем соответствующее уравнение баланса
импульса

∂tp = g0uS
β∇Sβ + µSβ∇Bβ + P β∇Eβ +

+
γ

2mc
εβγδJδγ(∇Eβ) + FDM , (6)

где
g0u =

∫
U(r) dr

— константа обменного взаимодействия, возникаю-
щая как интегральная характеристика взаимодей-
ствия пар соседних частиц, она может быть выра-
жена через обменный интеграл, для определенной
модельной формы обменного интеграла [16], Jδγ —
тензор спинового тока, P β — плотность электриче-
ского дипольного момента (формула представлена
ниже), FDM — плотность силы взаимодействия Дзя-
лошинского – Мория, и уравнение эволюции спина

∂tS =
2γ

~
[S,B] +

1

6
gu[S,∆S] +TDM +TSO , (7)

где ∆ — оператор Лапласа, gu =
∫
r2U(r) dr — вто-

рая константа обменного взаимодействия, являюща-
яся вторым «моментом» обменного интеграла, тогда
как константу g0u можно назвать нулевым «момен-
том» обменного интеграла, TDM — плотность момен-
та силы взаимодействия Дзялошинского – Мория,

T α
SO = − γ

~c
εαβγεβµνEµJ γν − ∂βJ

αβ
SO

— плотность момента силы спин-орбитального
взаимодействия. Она содержит полный спиновый
ток Jγν и релятивистскую часть спинового тока,
обусловленную спин-орбитальным взаимодействи-
ем, которая для частицы со спином S = 1/2 имеет
вид

Jαβ
SO =

µ~

4mc
εαβγnEγ .

Для частиц с большим спином спиновый ток выра-
жается через нематический тензор παβ (определен-
ный ниже формулой (29)):

Jαβ
SO = (γ/mc) εβµνπανEµ.

Частным случаем уравнения эволюции спина
является уравнение Ландау – Лифшица – Гильбер-
та. Уравнения (6) и (7) выведены из уравнения

Шредингера – Паули с гамильтонианом (5). Сле-
довательно, уравнения (6) и (7) содержат те же
взаимодействия, что и гамильтониан (5). Отметим,
что вклад гамильтониана Гейзенберга — это, оче-
видно, второе слагаемое в правой части уравнения
(7), которое можно представить в виде дивергенции
тензора спинового тока [17]:

(1/6)guε
αβγSβ∆Sγ =

= ∂δ((1/6)guε
αβγSβ∂δS

γ) = −∂δJ
αδ
HH ,

где индекс HH подчеркивает, что спиновый ток свя-
зан с гамильтонианом Гейзенберга.

В работе [18] приводится пример коэффициента
Dij для перовскитов. В перовскитах возникает сле-
дующая картина взаимодействия между ближайши-
ми магнитными ионами. Обменное взаимодействие
осуществляется за счет суперобмена через лиганд, в
качестве которого выступает немагнитный ион (на-
пример, ион кислорода), который расположен меж-
ду магнитными ионами, но в стороне от прямой, со-
единяющей данные ионы. Такой механизм приводит
к следующей структуре коэффициента Дзялошин-
ского:

Dij ∼ rij × δ,

где δ — вектор смещения лиганда от центра отрез-
ка, соединяющего магнитные ионы. Кроме того, нам
необходимо ввести коэффициент пропорционально-
сти, учитывающий убывание взаимодействия при
увеличении расстояния между магнитными иона-
ми rij . В итоге получаем

Dij = β(rij)rij × δ,

где коэффициент пропорциональности β(rij) зави-
сит только от модуля расстояния между ионами.

Для представленной модели коэффициента Дзя-
лошинского в перовскитах мы приходим к следую-
щим выражениям для плотности силы взаимодей-
ствия Дзялошинского – Мория:

F σ
DM =

1

2
ĝαλµσ4D δνεβµνεβγδ∂α(Sγ∂λSδ), (8)

где

ĝαλµσ4D =

∫
ξαξλ

(
β(ξ) δµσ + ξµξσ

1

ξ

∂β(ξ)

∂ξ

)

— неприведенная форма константы взаимодействия,
и для плотности момента силы

T µ
DM =

1

3
g2(β)δ

ν
(
−εµδνSβ∂δSβ + εαδνSα∂δSµ

)
, (9)

где
g2(β) =

∫
ξ2β(ξ) d3ξ.

Первое слагаемое в моменте силы (9) может быть
преобразовано в виде дивергенции спинового тока.
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В итоге получим

T µ
DM = −∂βJ

µβ
DM +

1

3
g2(β)δ

νεαδνSα∂δSµ,

где
Jµβ
DM =

1

3
g2(β)δ

ν 1

2
εµβνS2. (10)

Еще раз остановимся на структуре плотности силы
взаимодействия Дзялошинского – Мория (8), окон-
чательное выражение для которой запишем в век-
торном виде:

FDM =
1

3
g(β)

(
(δ · S)∇(∇ · S)− (S · ∇)∇(δ · S)

)
, (11)

где
g(β) =

∫
ξ2β(ξ) dξ.

Вектор Дзялошинского – Мория, как и обменный
интеграл, представляет собой функцию расстояния,
которую можно заменить определенным значением
при рассмотрении фиксированного расстояния меж-
ду атомами в кристалле. Обменное (прежде все-
го кулоновское) взаимодействие является механиз-
мом взаимодействия нейтральных атомов, как вза-
имодействие валентных электронов (электронов с
внешних оболочек). Оно также дает вклад во вза-
имодействие ионов. В газах расстояние между ато-
мами меняется в значительных пределах. Однако
взаимодействие проявляется на малых расстояниях
(по сравнению со средним расстоянием между ато-
мами). Это приводит к тому, что в макроскопиче-
ских уравнениях короткодействие описывается на-
бором констант взаимодействия (в основном одной
константой — интегралом эффективного потенциа-
ла взаимодействия, при обменном взаимодействии,
связанном с перекрытием волновых функций ва-
лентных электронов близких атомов и поэтому су-
щественно зависящем от расстояния). С этой точ-
ки зрения обменный интеграл Гейзенберга и век-
тор Дзялошинского – Мория являются интегриру-
емыми функциями расстояния между взаимодей-
ствующими атомами. В кристаллах, при пренебре-
жении тепловыми колебаниями атомов/ионов около
положения равновесия, имеет место фиксированное
расстояние между атомами/ионами. При рассмот-
рении таких систем мы можем выбрать определен-
ный вид пространственной зависимости рассматри-
ваемых функций в виде узкой «ступеньки»:

U(r) = U0 θ(r − a) θ(a+ δa− r),

где θ — функция Хевисайда, U0 — значение обмен-
ного интеграла в рассматриваемом кристалле, a —
среднее расстояние между атомами, δa — амплитуда
тепловых колебаний.

Отметим, что, если мы получим интеграл толь-
ко от вектора Дзялошинского – Мория (как функ-
ции rij), то он обратится в нуль. Однако при разло-
жении волновых функций и дельта-функции возни-
кают дополнительные множители, содержащие rij ,
так что часть выражений оказывается отличной от
нуля.

2.2. Равновесное состояние и спин-токовая

модель

Мультиферроик представляет собой систему с
магнитным и диэлектрическим упорядочением. Как
следствие этого, внутри системы существуют макро-
скопические равновесные электрические и магнит-
ные поля. Поэтому необходимо рассмотреть равно-
весное состояние системы с отличными от нуля зна-
чениями полей. Из уравнения (6) видно, что для
рассматриваемых взаимодействий ненулевые значе-
ния полей возможны при наличии неоднородности
полей, так как все слагаемые в правой части содер-
жат пространственные производные полей. Третье и
четвертое слагаемые в правой части пропорциональ-
ны ∇Eβ . Это дает возможность для формирования
баланса этих сил в равновесном состоянии при раз-
личных видах неоднородности электрического поля.
Это приводит к формированию равновесной поля-
ризации, обусловленной спин-орбитальным взаимо-
действием:

Pµ =
γ

2mc
εµαβJαβ .

Отметим, что здесь использована самосогласован-
ная часть спин-орбитального взаимодействия, соот-
ветствующая части многочастичной волновой функ-
ции, состоящей из произведения одночастичных
волновых функций отдельных магнитных ионов.

Комбинация первого и второго слагаемых в пра-
вой части уравнения баланса импульса (6) дает рав-
новесное магнитное поле, пропорциональное плот-
ности спина Bβ = −g0uS

β/γ и вызванное обменным
кулоновским взаимодействием.

Плотность силы взаимодействия Дзялошинско-
го – Мория для нечетного коэффициента Дзялошин-
ского имеет структуру, отличную от других слага-
емых в уравнении баланса импульса. Кроме того,
она содержит две пространственные производные,
что говорит о сравнительно малом вкладе по срав-
нению с другими слагаемыми.

Анализ равновесного состояния, исходя из урав-
нения баланса импульса (6), позволил получить
связь между поляризацией и спиновым током. Оче-
видно, что полученная связь является частным слу-
чаем баланса сил и в общем случае другие взаи-
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модействия могут дать вклад в это соотношение.
Следующий вопрос, который возникает в развитии
спин-токовой модели, это выражение для спинового
тока, обусловленного различными эффектами. Вы-
ражения для спиновых токов мы берем из урав-
нения эволюции спина. Как показывает представ-
ленный выше анализ, вклад обменного кулоновско-
го взаимодействия, взятый в виде гамильтониана
Гейзенберга в уравнении эволюции спина, может
быть представлен в виде дивергенции спинового то-
ка. Это дает нам один из парциальных спиновых то-
ков. Вклад взаимодействия Дзялошинского – Мория
также можно представить в виде дивергенции спи-
нового тока, но при условиях, которые также сфор-
мулированы выше.

2.3. Макроскопическая поляризация в

рамках спин-токовой модели

Рассмотрим применение спин-токовой модели к
двум видам парциальных спиновых токов. Для спи-
нового тока, обусловленного гамильтонианом Гей-
зенберга, получаем следующее выражение для мак-
роскопической поляризации:

Pµ
HH =

γ

2mc
εµαβJαβ

HH =

=
γ

12mc
gu(S

β∂βS
µ − Sµ∂βS

β). (12)

Это соответствует результату, полученному М. Мо-
стовым [4] (см. также работу [19], с. 533). Для спи-
нового тока, обусловленного взаимодействием Дзя-
лошинского – Мория, мы также находим выражение
для макроскопической поляризации:

Pµ
DM =

γ

2mc
εµαβJαβ

DM = − γ

12mc
g2(β)δ

µS2. (13)

Эти выражения мы используем ниже при ана-
лизе микроскопической структуры электрическо-
го дипольного момента, рассматриваемого в лите-
ратуре [2].

Уравнения (9) и (10) приводят к выражению
(13). Основной вклад в поляризацию не зависит
от пространственных производных. В данном
случае наличие δ дает ненулевой спиновый ток
Jαβ
DM , который дает ненулевое значение силы спин-

орбитального взаимодействия (четвертое слагаемое
в правой части уравнения (6)). А баланс этой
силы с третьим слагаемым, пропорциональным
поляризации P (где P пропорционально δ), дает
согласованное условие равновесия. Из формулы
(13) следует, что при таком равновесии существует
связь поляризации среды P и плотности спина в

представленном виде. Выражение (13) соответству-
ет оператору электрического дипольного момента
для коллинеарных спинов, представленному в
работе [2] (см. рис. 2а–2с).

В зависимости от структуры и симметрии кри-
сталлов реализуются разные механизмы формиро-
вания поляризации. Показано, что смещение за-
рядовой плотности может возникнуть из-за спин-
орбитального взаимодействия. Последнее проявля-
ется при наличии спинового тока в системе ионов,
формирующих неоднородное электрическое поле.
Если преобладает спиновый ток, обусловленный ку-
лоновским обменным взаимодействием, то мы при-
ходим к формуле (12). Выражение (12) совпадает
с выражением для поляризации (23), которое бы-
ло использовано в литературе для магнитоупорядо-
ченных структур с неколлинеарными спинами, ко-
торые реализуются в перовскитах типа RMnO3, где
R = Tb,Dy [20]. Формула (13) возникает для M–X–
M-структуры, где M — магнитные ионы, X пред-
ставляет собой ион-лиганд. Эта структура реали-
зуется в редкоземельных манганитах перовскитно-
го типа (или орторомбических манганитах) RMnO3

при R = Ho,Er,Tm,Yb [21, 22]. Еще одним муль-
тиферроиком является семейство оксидов марганца
со смешанной валентностью RMn2O5, где R = Y,
Tb, Ho, Er или Tm [23]. Магнитная структура в по-
добных веществах является антиферромагнитной в
плоскости ab, образуя коллинеарный спиновый по-
рядок магнитных ионов Mn+4 и Mn+3 .

2.4. Спиновый ток и потенциал Бома

Учет малых колебаний ионов в окрестности по-
ложения равновесия потребовал бы учета кинетиче-
ской энергии ионов в исходном гамильтониане (5).
Это также привело бы к слагаемым, описываю-
щим потоки частиц, отсутствующие в данном слу-
чае, при рассмотрении кристаллов, а систематиче-
ское исключение потоков из уравнений усложнило
бы приведенные уравнения. Однако учет кинетиче-
ской энергии проявляется также в появлении кван-
товых эффектов, в частности, в появлении кван-
тового потенциала Бома, который дает вклад и в
спиновый ток в уравнении эволюции спина [24] (см.
уравнение (9)):

Jαβ
Bohm = − ~γ

2m
εαµνSµ∂β

(
Sν

n

)
. (14)

Если мы рассматриваем квазиклассическую дина-
мику поляризации, то парциальные токи, получен-
ные и использованные выше, должны превышать
спиновый ток, обусловленный потенциалом Бома.
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Кроме того, потенциал Бома связан с квантовым
движением частиц, что может приводить к дефор-
мациям и формированию электрического дипольно-
го момента. Вычислим его в рамках спин-токовой
модели:

Pµ
Bohm =

γ

2mc
εµαβJαβ

Bohm =

=
~γ2

4m2c

[
Sµ∂β

(
Sβ

n

)
− Sβ∂β

(
Sµ

n

)]
. (15)

Сравним поляризации (12) и (15). Они имеют
схожую структуру, но в выражении (15) присут-
ствуют производные концентрации. Рассмотрим ре-
жим постоянной концентрации и получим оценку
для константы gu (без учета знака): gu ≫ ~γ/2m.

2.5. Обсуждение спин-токовой модели на

основании структуры потока вероятности

Для рассматриваемого гамильтониана уравне-
ние непрерывности ∂tn+∇ · j = 0 приводит к плот-
ности потока частиц j следующего вида:

j =

∫ (
Ψ†

S(R, t)
∑

i

δ(r− ri)̂jiΨS(R, t) +

+ H. c.

)
dR, (16)

где

ĵi =
1

2mi

(
p̂i +

µ

2mic
[Ei × ŝi]

)
. (17)

Для придания более привычного вида оператору
потока частиц мы включили в него оператор им-
пульса p̂i, который может возникнуть из операто-
ра кинетической энергии в исходном гамильтониане,
но он не рассмотрен в нашем случае. Более того,
в работе [14], вклад импульса тоже отбрасывается,
так как рассматриваются ионы, движение которых
пренебрежимо мало. Кроме того, поток числа час-
тиц/вероятности определен неоднозначно, и мы мо-
жем добавить ротор произвольного вектора в опре-
деление (16), что приведет к изменению структу-
ры оператора (17) (см. [14,25]). Обычно в определе-
ние потока вероятности добавляют ротор плотности
спина/намагниченности

j̃ = j+ (~/2ms)rotS,

где s — спин рассматриваемых ионов. Баланс ротора
спина и слагаемого, вызванного спин-орбитальным
взаимодействием, дает связь напряженности элек-
трического поля и плотности спина, и дальнейшую
связь поляризации с плотностью спина:

P ∼ (S× (∇× S))/S2,

см. [14]. Также запишем упрощенный вид этой фор-
мулы без векторных произведений

P ∼ [(∇S2/2− (S · ∇)S]/S2

для дальнейшего сравнения с результатами анали-
за микроскопической структуры электрического ди-
польного момента [2].

3. О МИКРОСКОПИЧЕСКОМ
ОПРЕДЕЛЕНИИ ПОЛЯРИЗАЦИИ

МУЛЬТИФЕРРОИКА

В предыдущем разделе представлен анализ
структуры поляризации, связанной со спин-ор-
битальным взаимодействием. Это дает частичное
обоснование спин-токовой модели и возможность
для ее дальнейшего обобщения. Кроме того, такой
анализ дает макроскопические выражения для
поляризации, сформированной разными видами
обменного взаимодействия (в рамках спин-токовой
модели). Это позволяет восстановить микроско-
пическую структуру поляризации, приводящую
к полученным макроскопическим выражениям.
Однако эти микроскопические структуры уже
известны в литературе [2], и мы можем выбрать
нужную нам для перехода к макроскопическому
выражению и его сравнения с полученным выше.

Рассмотрим спины двух магнитных ионов si и sj
и, следуя работам [2,3,18], запишем выражение для
электрического дипольного момента элементарной
ячейки кристалла

dij = αij [rij × [si × sj]], (18)

где мы используем относительное расстояние между
частицами rij =| ri − rj |, в данном случае это маг-
нитные ионы. Далее, перейдем к операторной форме
этого равенства

d̂ij = αij [rij × [ŝi × ŝj ]] (19)

для развития квантовой модели поляризации муль-
тиферроиков II типа. Отметим для определенности
коммутационные свойства операторов спина

[ŝαi , ŝ
β
j ] = ı~δijε

αβγ ŝγi , (20)

где α, β, γ — тензорные индексы, принимающие зна-
чения декартовых координат x, y, z. В этой работе
мы подразумеваем суммирование по повторяющим-
ся индексам (греческим буквам). Символ ı исполь-
зован для мнимой единицы ı2 = −1, δij — трехмер-
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ный символ Кронекера, εαβγ — трехмерный символ
Леви-Чивиты.

Из формулы (18) видно, что мы рассматриваем
ионы с непараллельными спинами, находящимися в
системах со спиральными структурами намагничен-
ности [18]. Однако существуют нетривиальные при-
меры систем с параллельными спинами [26], кото-
рые не описываются данной моделью.

Основным элементом рассмотрения является
электрический дипольный момент ячейки кристал-
ла. Поэтому мы переходим в определении (19) от
пары ионов к ячейке с номером i. Чтобы учесть,
что дипольный момент создан ионом i в совокуп-
ности с соседним ионом, мы вводим коэффициент
αij(rij), который быстро убывает с увеличением
расстояния, и приходим к следующей модификации
определения (19):

d̂i =
∑

j 6=i

αij(rij)[rij × [ŝi × ŝj ]], (21)

где, к примеру, αij(rij) = αij при r < aeff ,
αij(rij) = 0 при r > aeff , коэффициент αij(rij) мож-
но изобразить ступенчатой функцией в трехмерном
пространстве.

Выше, при выводе уравнения баланса импуль-
са (6), мы использовали определение поляризации
через оператор электрического дипольного момен-
та d̂i:

P(r, t) =

∫
Ψ†

S(R, t)
∑

i

δ(r−ri)(d̂iΨ(R, t))S dR. (22)

Исходный «затравочный» электрический диполь-
ный момент d̂i ассоциирован со смещением ионов
d̂i = qiri, где qi — заряд иона. Далее, мы рас-
смотрим эволюцию поляризации (22) с оператором
(21). Прежде чем переходить к уравнению эволю-
ции поляризации, рассмотрим связь макроскопиче-
ской поляризации P с плотностью спина, связанной
с оператором (21). Учтем быстрое убывание функ-
ции αij(rij) с увеличением расстояния rij (следуя
методу, описанному в [27]). Чтобы учесть это свой-
ство, введем переменные центра масс пары частиц
Rij = (ri + rj)/2 и их относительное расстояние
rij = ri−rj . Выразим координаты рассматриваемых
частиц через новые координаты ri = Rij + (1/2)rij
и rj = Rij − (1/2)rij . Сделаем соответствующую
подстановку в дельта-функцию δ(r − ri) и в вол-
новую функцию Ψ(R, t) = Ψ(..., ri, ..., rj , ..., t), кото-
рые входят в определение поляризации (22). Далее,
выполним разложение по координатам относитель-
ного движения rij . В наинизшем отличном от нуля

порядке разложения из (22), с подстановкой (21), на-
ходим

P(r, t) =
1

3
g(α)[(S · ∇)S− S(∇ · S)], (23)

где
g(α) =

∫
ξ2α(ξ) dξ.

С точностью до коэффициента пропорционально-

сти полученное выражение совпадает с резуль-

татом М. Мостового [4] (см. также [19], с. 533),

который выведен им с применением соображе-

ний симметрии к поляризации, намагниченности и

термодинамическим потенциалам. Сравнивая ко-
эффициенты в формуле (23) и формуле (2) рабо-
ты [4], мы получаем

g(α) = 3γχeµ
2,

где χe — диэлектрическая восприимчивость в от-
сутствие магнетизма, γ — неопределенный коэффи-
циент пропорциональности, использованный в рабо-
те [4] для построения термодинамического потенци-
ала (см. формулу (1) работы [4]).

Продолжим сравнение формулы (23) с резуль-
татами, обсуждавшимися выше. Мы видим, что ре-
зультат работы [14], приведенный нами в разд. 2.4,
не соответствует работе [4] и полученному нами ре-
зультату на основе формулы (21). Однако приме-
нение спин-токовой модели с парциальным спино-
вым током, обусловленным обменным взаимодей-
ствием Гейзенберга, дает нам выражение для PHH

(см. разд. 2.3), которое совпадает с формулой (23) с
точностью до коэффициента пропорциональности.
Более того, коэффициент в PHH связан с обменным
интегралом, входящим в гамильтониан Гейзенбер-
га, и пропорционален gu. Это позволяет нам дать
интерпретацию функции αij(rij) в (18) и операторе
(21). В итоге мы получаем следующее соотношение
при 1

12 (3γ/mc)gu = g(α):

αij(rij) =
1

12

3γ

mc
U(rij). (24)

В работах [3, 18] говорится, что обменное ку-
лоновское взаимодействие приводит к формирова-
нию поляризации с параллельными спинами, тогда
как структура типа (18) соответствует взаимодей-
ствию Дзялошинского – Мория. Наш анализ пока-

зывает, что рассмотрение обменного кулоновско-

го взаимодействия между ионами в виде гамиль-

тониана Гейзенберга приводит к структуре элек-

трического дипольного момента, определенного вы-

ражением (18). Более того, наш анализ позволя-

ет аналитически вычислить коэффициент пропор-

циональности, определяющий дипольный момент в

формуле (18).
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3.1. О физических механизмах, приводящих

к формированию спиновой структуры

поляризации

Рассмотрим для сравнения структуру поляри-
зации, возникающую в системе параллельных спи-
нов, следуя обзору [2] (см. рис. 2, случай 1): d̂i ∼
∼ π(ŝi · ŝi+1). Это приводит к следующей макро-
скопической поляризации: Pα = gα0ΠS

2, где gα0Π =

=
∫
Πα(r) dr. Анализируя случай (13), в режиме сме-

щения иона лиганда перпендикулярно направлению
спиновой поляризации, получаем Pα = gα0ΠS

2 с до-
полнительным условием gα0Π = −(1/6)g2(β)δ

α. С точ-
ки зрения микроскопического описания мы можем
заключить, что Πα

ij(rij) = r2ijβ(rij)δ
α.

Представленный анализ позволяет нам дать пе-
реосмысление рис. 2 в обзоре [2] (два первых слу-
чая). В работе [2] утверждается, что электрический
дипольный момент d̂i ∼ π(ŝi · ŝi+1) обусловлен сим-
метричным обменным взаимодействием, или, други-
ми словами, кулоновским обменным взаимодействи-
ем, представленным гамильтонианом Гейзенберга.
Также в работе [2] утверждается, что электрический
дипольный момент

d̂i ∼ αij [rij × [si × sj]]

обусловлен антисимметричным обменным взаимо-
действием, т. е. взаимодействием Дзялошинского –
Мория. Наш анализ, опирающийся, в частности, на
уравнения (12) и (13), приводит к обратной интер-
претации природы данных операторов дипольных
моментов. Отметим, что спин-токовая модель обыч-
но привязана к объяснению структуры

d̂i ∼ αij [rij × [si × sj ]].

Это видно даже из рис. 2f в работе [2]. Связь струк-
туры поляризации и взаимодействия, приводящего
к ее формированию, не совсем ясна в работе [2].
Можно предположить, что имеет место качествен-
ная интерпретация, основанная на сравнении спи-
новых структур в гамильтониане Гейзенберга (или
Дзялошинского – Мория) и в электрическом диполь-
ном моменте. Если обе структуры содержат скаляр-
ное произведение спинов, то они имеют общий меха-
низм, т. е. симметричный обмен Гейзенберга. Иначе,
если обе структуры содержат векторное произведе-
ние спинов, то общим механизмом является взаи-
модействие Дзялошинского – Мория. Но описанная
здесь аналогия не верна. Манипуляция с операто-
рами спина часто приводит к возникновению ком-
мутатора, который переводит скалярное произведе-
ние операторов спина в векторное и наоборот. То, за

чем нужно следить, как за инвариантом, при каче-
ственном анализе, это математическая или тензор-
ная структура коэффициента взаимодействия в ис-
ходном гамильтониане. В гамильтониане Гейзенбер-
га это скалярная величина — обменный интеграл.
Поэтому можно ожидать, что соответствующая по-
ляризация будет связана с операторами спина через
скалярный коэффициент (см. α в формуле (18)). В
гамильтониане Дзялошинского – Мория присутству-
ет векторная постоянная Дзялошинского. Следова-
тельно, можно ожидать, что поляризация будет свя-
зана со спиновыми операторами через векторный
коэффициент d̂i ∼ π(ŝi · ŝi+1). Здесь, как мы показа-
ли, коэффициентом выступает не сама постоянная
Дзялошинского, а вектор смещения лиганда, входя-
щий в постоянную Дзялошинского [18] Dij ∼ rij×δ.
Описанное несоответствие механизма и интерпре-
тации может быть причиной критики спин-токовой
модели [28]. Однако причины отмеченной несогла-
сованности могут быть более глубокими.

4. УРАВНЕНИЕ ЭВОЛЮЦИИ
ПОЛЯРИЗАЦИИ

Представленный выше анализ показывает, что
различные типы электрического дипольного момен-
та ячейки мультиферроика можно получить, исхо-
дя из метода квантовой гидродинамики. Несмотря
на акцент на эволюции макроскопических функций,
метод квантовой гидродинамики содержит связь с
микроскопическим описанием. Опираясь на полу-
ченное определение электрического дипольного мо-
мента для режима, когда он пропорционален век-
торному произведению спинов (18) (ранее известно-
му из работ [2,3]), и его преобразование к виду (21),
мы переходим к выводу уравнения эволюции поля-
ризации мультиферроика. Уточним вид гамильто-
ниана, используемого для предлагаемого вывода:

Ĥ = −1

2

N∑

i=1

N∑

j=1,
j 6=i

U(rij)(ŝi · ŝj), (25)

где rij = |ri − rj |.
Далее, согласно методу квантовой гидродинами-

ки, мы дифференцируем по времени определение
поляризации (22) с оператором (21) и используем
нестационарное уравнение Шредингера для преоб-
разования полученного выражения к виду

∂tP(r, t) =

=
ı

~

∫
Ψ†(R, t)

∑

i

δ(r− ri)[Ĥ, d̂i]Ψ(R, t) dR. (26)

Представим коммутатор, возникающий в форму-
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ле (26), как

[Ĥ, d̂αi ] = −ı~

{
1

2

∑

j 6=i

Uijαijε
αβγrβij

(
2ŝ2i ŝ

γ
j − 2ŝ2j ŝ

γ
i +

+ {ŝγj , ŝσj }ŝσi − {ŝγi , ŝσi }ŝσj
)
+
∑

n6=i,j

∑

j 6=i

αijε
αβγrβij ×

×
(
(ŝγnŝ

σ
j ŝ

σ
i − ŝσnŝ

σ
j ŝ

γ
i )Uni+(ŝσnŝ

γ
j ŝ

σ
i − ŝγnŝ

σ
j ŝ

σ
i )Unj

)}
,

(27)где
{ŝαi , ŝβi } = 2π̂αβ

i = ŝαi ŝ
β
i + ŝβi ŝ

α
i

— антикоммутатор операторов спина, пропорцио-
нальный оператору нематического тензора παβ

i .
Используем свойство быстрого уменьшения

функций Uij и αij с увеличением расстояния
между частицами. Для этого введем координаты
центра масс и относительного расстояния. У нас
присутствуют две группы слагаемых. В одной мы
рассматриваем пары частиц, а в другой — группы
из трех частиц. Для пар частиц мы уже вводили
требуемые координаты при анализе структуры по-
ляризации (23). Представим требуемые переменные
для системы трех частиц. Запишем координату
центра масс

Rijn = (ri + rj + rn)/3,

а также две координаты относительного движения

rin ≡ r1 = ri − rn, rjn ≡ r2 = rj − rn.

При необходимости мы можем использовать ко-
ординаты относительного движения третьей пары
частиц

rij ≡ r3 = r1 − r2.

Также представим обратное преобразование коорди-
нат отдельных частиц через введенные переменные:

ri = Rijn + (2/3)rin − (1/3)rjn,

rj = Rijn − (1/3)rin + (2/3)rjn,

rn = Rijn − (1/3)rin − (1/3)rjn.

Далее воспользуемся свойством быстрого убыва-
ния функций Uij и αij с увеличением расстояния
и выполним разложение всех функций в подынте-
гральном выражении (дельта-функции и двух вол-
новых функций) по относительному расстоянию
между частицами. Отметим необходимые элементы
структуры аргументов волновой функции

Ψ(R, t) = Ψ(..., ri, ..., rj , ..., rn, ..., t).

Более подробно метод вывода рассмотрен в Прило-
жении. Отметим, что аналогичный метод использо-
ван при выводе других уравнений в представленной
работе.

Выражение, полученное в первом порядке по от-
носительному расстоянию между частицами, приво-
дит к следующему выражению для эволюции поля-
ризации (в нулевом порядке производная поляриза-
ции равна нулю):

∂tP
α =

1

3
εαβγgu(α)[S

γ∂βπ
σσ − πσσ∂βS

γ +

+ πγσ∂βS
σ − Sσ∂βπ

γσ], (28)

которое справедливо для атомов/ионов с произволь-
ным спином. Уравнение (28) содержит следующую
константу взаимодействия:

gu(α) =

∫
ξ2U(ξ)α(ξ) dξ.

Метод вычислений можно найти в работе [27], где он
рассмотрен для другого типа физических систем, но
содержит аналогию в основных этапах. Кроме то-
го, уравнение (28) содержит нематический тензор
παβ . Для ионов со спином, отличным от 1/2, анти-
коммутатор операторов спина отличен от символа
Кронекера. Квантовое среднее этого оператора да-
ет независимую физическую величину, называемую
нематическим тензором παβ(r, t), которая существу-
ет наряду с плотностью спина:

παβ =
1

2

∫
Ψ†

S

∑

i

δ(r−ri)[(ŝ
α
i ŝ

β
i + ŝβi ŝ

α
i )Ψ]S dR. (29)

Для спина 1/2 нематический тензор становится
пропорциональным концентрации

παβ = (~2/4)δαβn,

и уравнение (28) упрощается к виду

∂tP
α =

~
2

6
εαβγgu(α)[S

γ∂βn− n∂βS
γ ]. (30)

Отметим, что при рассмотрении гамильтониана (25)
концентрация n не меняется во времени в соответ-
ствии с уравнением непрерывности, но может быть
неоднородна в пространстве.

4.1. Уравнение эволюции плотности спина

При обосновании спин-токовой модели нами рас-
смотрен гамильтониан, содержащий несколько ви-
дов взаимодействий (5), тогда как основной резуль-
тат этой работы (28) и (30) получен для эволю-
ции под действием гамильтониана Гейзенберга. При-
ведем здесь соответствующее уравнение эволюции
спина

∂tS =
1

6
gu[S,△S], (31)

где

gu =

∫
ξ2U(ξ) dξ.

Отметим, что строгий вывод уравнения движения
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намагниченности/плотности спина (31) в контину-
альном приближении выполнен методом квантовой
гидродинамики в работе [16].

4.2. Уравнение эволюции нематического

тензора

Чтобы получить замкнутую систему уравне-
ний квантовой гидродинамики, нам нужно вывести
уравнение эволюции нематического тензора (29) под
действием обменного взаимодействия (25):

∂tπ
αβ = g0u[π

αγεβγσ + πβγεαγσ]Sσ, (32)

где коэффициент

g0u =

∫
U(ξ) dξ.

Для спина 1/2 имеем παβ = (~2/4) δαβn, ле-
вая часть сводится к ∂tn, а правая часть урав-
нения (32) обращается в нуль в соответствии с
уравнением непрерывности для рассматриваемого
гамильтониана.

5. ВЫВОДЫ

Предложено уравнение эволюции электрической
поляризации в мультиферроике II типа, в кото-
ром поляризация ячейки кристалла формируется
пропорционально векторному произведению спинов
входящих в нее магнитных ионов. Уравнение выве-
дено методом квантовой гидродинамики как часть
замкнутой системы уравнений, включающих в себя
уравнения эволюции плотности спина, нематическо-
го тензора и концентрации.

Дано обоснование спин-токовой модели поля-
ризации мультиферроиков на основе метода кван-
товой гидродинамики. Плотность силы, действу-
ющей со стороны электрического поля на элек-
трический дипольный момент, и плотность силы
спин-орбитального взаимодействия имеют одинако-
вую структуру, приводящую к возможности балан-
са между этими силами. Это позволяет ввести эф-
фективную плотность электрического дипольного
момента, обусловленную спин-орбитальным взаимо-
действием и пропорциональную спиновому току. Ис-
пользование спинового тока из уравнения эволюции
спина дает окончательное макроскопическое выра-
жение. На его основе можно восстановить опера-
тор, соответствующий такому виду поляризации.
В итоге мы получаем микроскопическое выраже-
ние, использованное для вывода уравнения эволю-
ции поляризации.

Кроме того, получена интерпретация скалярного
коэффициента, определяющего микроскопический
электрический дипольный момент через обменный

интеграл, входящий в гамильтониан Гейзенберга.
Такой вывод основан на использовании спин-токо-
вой модели со спиновым током, обусловленным об-
менным взаимодействием в приближении гамильто-
ниана Гейзенберга.

6. НАЛИЧИЕ ДАННЫХ

Вопрос о доступности данных не применим к
этой статье, поскольку в этом исследовании, кото-
рое носит чисто теоретический характер, не созда-
вались и не анализировались новые данные.

Финансирование. Исследование М. И. Труха-
новой выполнено при поддержке Российского науч-
ного фонда (грант №22-72-00036), https:// rscf.ru/
project/22-72-00036/.

ПРИЛОЖЕНИЕ.
О МЕТОДЕ ВЫВОДА УРАВНЕНИЯ

ЭВОЛЮЦИИ ПОЛЯРИЗАЦИИ

При усреднении коммутатора (27) по волновым
функциям (26) мы проводим замену пространствен-
ных переменных в i-м, j-м и n-м аргументах при рас-
смотрении функции трех координат под интегралом
(i-м и j-м при рассмотрении функции двух коорди-
нат). Также проводится замена переменных в дель-
та-функции. Далее, мы используем то, что подынте-
гральные функции быстро убывают при увеличении
относительного расстояния между ионами, что со-
ответствует приближению взаимодействия ближай-
ших соседей. Это свойство функций U(r) и α(r) да-
ет нам возможность разложить волновую функцию
и δ-функцию по относительному расстоянию между
частицами. Запишем соответствующее разложение
волновой функции, ограничиваясь описанием слу-
чая, когда подынтегральные функции U(r) и α(r)

зависят от координат двух частиц. Это соответству-
ет первой группе слагаемых в коммутаторе (27). Да-
лее получаем

Ψ(R, t) = Ψ(..., ri, ..., rj , ..., t) =

= Ψ(R, t) = Ψ

(
...,Rij +

1

2
rij , ...,Rij −

1

2
rij , ..., t

)
≈

≈ Ψ(R, t) = Ψ(...,Rij , ...,Rij , ..., t) +

+
1

2
rij

(
∂

∂Rij,1
− ∂

∂Rij,2

)
Ψ(...,Rij,1, ...,Rij,2, ..., t) +

+
1

23
rαijr

β
ij

(
∂

∂Rα
ij,1

− ∂

∂Rα
ij,2

)
×

×
(

∂

∂Rβ
ij,1

− ∂

∂Rβ
ij,2

)
Ψ(...,Rij,1, ...,Rij,2, ..., t), (33)

где
Rij,1 = Rij,2 = Rij
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заданы для ионов, расположенных в i-й и j-й ячей-
ках соответственно. Дополнительные индексы 1 и 2

использованы для уточнения, по какому аргумен-
ту многочастичной волновой функции происходит
дифференцирование, так как в результате разложе-
ния в ряд Тейлора мы получили, что эти аргументы
содержат одну и ту же переменную.

Отметим присутствие спиновых индексов в рас-
сматриваемой многочастичной волновой функции
(волновом спиноре)

Ψ(R, t) = ΨS(R, t) =

= Ψ...,si,...,sj,...,sn,...(..., ri, ..., rj , ..., rn, ..., t)

и действие спиновых операторов на этот волновой
спинор

ŝαi Ψ(R, t) = (ŝαi Ψ)S(R, t) =

= ŝαsis′iΨ...,s′
i
,...,sj,...,sn,...(..., ri, ..., rj , ..., rn, ..., t),

а также формулу для вычисления средних значений
с учетом спинорной структуры

F =

∫
Ψ†

S

∑

i,j 6=i

δ(r− ri)(F̂ijΨ)S dR. (34)

Изменение вида аргументов в координатной ча-
сти волновой функции не дает изменения в форме
действия спиновых операторов.

Отдельно отметим результат разложения δ-фун-
кции:

δ(r− ri) = δ(r−Rij − (1/2)rij) ≈

≈ δ(r −Rij)−
1

2
rij

∂

∂r
δ(r−Rij) +

+
1

23
rαijr

β
ij

∂

∂rα
∂

∂rβ
δ(r−Rij) + ... (35)

Также представим, как это разложение проявляется
в структуре макроскопической функции:

F (r, t) =

∫
Ψ†

S

∑

i,j 6=i

δ(r− ri)(F̂ijΨ)S dR ≈

≈
∫
Ψ†

S

∑

i,j 6=i

δ(r−Rij)(F̂ijΨ)S dR−

− 1

2

∂

∂rα

∫
Ψ†

S

∑

i,j 6=i

δ(r−Rij)r
α
ij(F̂ijΨ)S dR +

+
1

23
∂

∂rα
∂

∂rβ

∫
Ψ†

S

∑

i,j 6=i

δ(r−Rij)r
α
ijr

β
ij(F̂ijΨ)S dR,

(36)

где производные по координате r можно выне-
сти из-под интеграла. Отметим, что формула (36)
представляет собой парциальный результат, и окон-
чательное выражение для разложения функции

F (r, t) возникает при учете разложения волновых
функций.

После учета короткодействующего характера
взаимодействия возникает необходимость прибли-
женного рассмотрения многочастичной волновой
функции для получения замкнутого математическо-
го аппарата.

В общем случае, для многочастичной системы
при сложной спиновой конфигурации, точная вол-
новая функция не представляется в виде произведе-
ния функции, зависящей от пространственных ко-
ординат, и функции, зависящей только от спино-
вых переменных. Общий вид функции определяет-
ся суперпозицией таких произведений, отдельные
группы которых соответствуют разным значениям
полного спина пары или тройки рассматриваемых
частиц. Это особенно существенно для систем со
спин-орбитальным взаимодействием, которое рас-
сматривается в гамильтониане (5). Тем не менее
мы ограничиваемся представлением волновой функ-
ции в виде произведения одночастичных волновых
функций, полагая, что более детальное рассмотре-
ние структуры волновой функции даст поправки
к предлагаемому приближению типа «главного по-
ля». Такое приближение оказалось достаточным при
выводе вклада обменного взаимодействия Гейзен-
берга в уравнение Ландау – Лифшица [16]. Поэто-
му это приближение использовано, несмотря на учет
спин-орбитального взаимодействия, которое являет-
ся малым релятивистским эффектом. Отметим, что,
как показано выше, поляризация обусловлена спин-
орбитальным взаимодействием. Однако эволюция
поляризации и других макроскопических функций
происходит под влиянием набора взаимодействий,
и спин-орбитальное взаимодействие можно считать
малым по сравнению с ними.
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