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Для численного решения нестационарного уравнения Шредингера в задачах об эволюции электрона в

заданном потенциале под действием поля ультракороткого импульса высокой интенсивности необходимо

с высокой точностью находить связанные состояния этого потенциала. В работе рассматривается приме-

нение степенного алгоритма с использованием операторных полиномов Чебышева для поиска связанных

состояний одномерного квазикулоновского потенциала. Сходимость алгоритма улучшается с увеличени-

ем степени полинома m, насыщаясь при m > 8. Для такой степени основное состояние находится за

∼ 103 операций вычисления гамильтониана, высоколежащие — за ∼ 105 операций (несколько секунд и

несколько минут соответственно).

DOI: 10.31857/S004445102411004X

Одномерные квантовые системы, в которых га-
мильтониан Ĥ зависит от единственной координа-
ты x, исследуются с самого зарождения кванто-
вой механики в связи с возможностью туннели-
рования частиц через потенциальный барьер [1].
В 1980–90-х годах, когда вычислительные возмож-
ности были невелики по сравнению с современ-
ными, зависимость гамильтониана от единствен-
ной пространственной координаты позволила про-
вести численное моделирование нелинейной иони-
зации в таких системах [2–4]. В последнее деся-
тилетие относительно небольшая вычислительная
сложность численного интегрирования одномерного
нестационарного уравнения Шредингера дала воз-
можность самосогласованно использовать результа-
ты квантовых расчетов в качестве нелинейного ис-
точника в (3D + t)-уравнениях распространения [5]
и моделировать с его помощью эффекты квантовой
электродинамики в сильных полях ультракоротких
импульсов [6].

* E-mail: schipilo.daniil@physics.msu.ru

Взаимодействие одномерной квантовомеханиче-
ской системы с электромагнитным полем описыва-
ется нестационарным уравнением Шредингера для
волновой функции Ψ(x, t), здесь и далее исполь-
зуется атомная система единиц, если не указано
обратного:

i
∂Ψ(x, t)

∂t
= ĤΨ(x, t) + ĤΨ(x, t), (1)

где

Ĥ = −1

2

∂2

∂x2
+ Û(x)

является гамильтонианом электрона в независящем
от времени t потенциале Û(x), Ĥ(t) — оператор, опи-
сывающий взаимодействие электрона с полем элек-
тромагнитной волны. Уравнение (1) должно быть
дополнено начальным условием Ψ(x, t = −∞). Си-
стема при t = −∞ обычно находится в связанном со-
стоянии, поэтому начальными условиями для урав-
нения (1) являются волновые функции стационар-
ных состояний |Ψn〉 (чаще всего основного с n = 0)
с соответствующим дискретным спектром энергий
En < 0, где n = 0, 1, 2, . . . Функции |Ψn〉 являют-
ся собственными функциями оператора Ĥ и задача
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поиска связанных состояний системы сводится к ре-
шению стационарного уравнения Шредингера:

Ĥ|Ψn〉 = En|Ψn〉. (2)

Для большинства квантовых систем не существует
аналитического решения уравнения (2), и необхо-
дим численный поиск собственных функций и соб-
ственных значений. При этом накладываются вы-
сокие требования на точность найденных решений
для дальнейшего описания отклика квантовых си-
стем с помощью нестационарного уравнения Шре-
дингера, поскольку неточное определение началь-
ного состояния приводит к артефактам в решении
уравнения (1).

Известны различные численные подходы к по-
иску собственных функций и собственных значе-
ний стационарного уравнения Шредингера: прямое
интегрирование [7] уравнения (2), матричный под-
ход [8], методы мнимого времени [9], спектраль-
ный [10], степенной [11] и т. д. С вычислитель-
ной точки зрения преимуществом степенных мето-
дов является то, что одна и та же аппроксимация
гамильтониана используется при решении уравне-
ний (2) и (1), что уменьшает скорость накопления
численных ошибок при решении нестационарного
уравнения. Также степенной метод свободен от про-
блемы постановки граничных условий [12, 13] и мо-
жет применяться как для одномерных, так и для
многомерных задач. Однако для квантовых систем с
большим количеством связанных состояний задача
поиска собственных функций может быть чрезвы-
чайно времязатратной. Ускорения сходимости сте-
пенных методов можно добиться, в частности, при-
меняя операторы, являющиеся обратными к гамиль-
тониану [14] либо чебышевскими полиномами от га-
мильтониана [11], § 16. Рассмотрим второй случай,
который является алгоритмически более простым
и в некотором смысле более универсальным (об-
ращение оператора Гамильтона возможно, если он
аппроксимируется конечными разностями на сетке,
но не в случае, когда для вычисления производной
используется преобразование Фурье). Кратко изло-
жим идею степенного метода.

Выберем произвольное приближение |Ψ(0)
n 〉 с уче-

том четности волновой функции n-го состояния и
ее убывания в классически запрещенной области.
Будем многократно применять к пробной волно-
вой функции некоторый полиномиальный оператор
P (Ĥ), собственный базис которого совпадает с ба-
зисом Ĥ . При переходе от k-й к (k + 1)-й итерации
получаем

|Ψ(k+1)
n 〉 = P (Ĥ)|Ψ(k)

n 〉. (3)
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Рис. 1. Зависимость множителя перехода на каждой ите-

рации алгоритма от энергии состояния при использовании

полиномов Чебышева различной степени m. Фиолетовыми

линиями условно изображены уровни дискретного спектра

Рассмотрим формальное разложение |Ψ(k)
n 〉 по ис-

тинному базису |Ψj〉 гамильтониана Ĥ :

|Ψ(k)
n 〉 ∝ |Ψn〉+

∑

j 6=n

c
(k)
j |Ψj〉,

где c(k)j — коэффициенты разложения по базису |Ψj〉
на k-й итерации. Тогда для приближения на следую-
щей итерации получаем

P (Ĥ)|Ψ(k)
n 〉 ∝ |Ψn〉+

∑

j 6=n

c
(k)
j

P (Ej)

P (En)︸ ︷︷ ︸
c
(k+1)
j

|Ψj〉. (4)

Таким образом, уменьшение амплитуд при воз-
бужденных состояниях и состояниях континуума
(и, соответственно, скорость сходимости степенно-
го алгоритма |Ψ(k)

n 〉 → Ψn〉) определяется значени-
ем maxj 6=n |P (Ej)/P (En)|. Оптимальный степенной
алгоритм должен его минимизировать.

В результате применения такого алгоритма и
нормировки волновой функции (на каждом шаге)
мы получим собственную функцию |Ψn〉 и собствен-
ное значение En = 〈Ψn|Ĥ |Ψn〉, для которых P (En)

максимально. После этого алгоритм можно повто-
рять, удаляя из волновой функции проекции на уже
найденные состояния с меньшим n:

|Ψ(k+1)
n 〉 := |Ψ(k+1)

n 〉 −
∑

j<n

|Ψj〉〈Ψj |Ψ(k+1)
n 〉,

т. е. обеспечивая cj = 0 для j < n, и находить более
высокие состояния и значения энергии.

Скорость сходимости степенного алгоритма
определяется выбранной функцией P (Ĥ) и ее
спектром — значениями P (En) для всех уровней
энергии в заданном потенциале, включая уровни
континуума. При этом желательно ограничиться
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операторными функциями, являющимися полино-
мом конечной степени от оператора Гамильтона,
ввиду алгоритмической простоты их вычисления
(что особенно важно в многомерном случае).
Воспользуемся тем, что среди всех полиномов
заданной степени m, значения которых на отрезке
[−1, 1] по модулю не превосходят 1, полиномы
Чебышева первого рода Tm(ε) = cos[m arccos(ε)]

имеют максимальные значения вне этого отрезка.
Пусть Emax = π2/(2∆x2) — максимальная энергия
состояния, соответствующая частоте Найквиста на
заданной расчетной сетке с шагом ∆x. Выполнив
линейное преобразование

Pm(ε) = Tm(1− 2ε/Emax ),

разместим центр полинома Чебышева Tm в Emax/2,
т. е. перенесем область, где полином |Pm(ε)| 6 1, из
[−1, 1] в диапазон положительных энергий контину-
альных состояний [0, Emax ]; для связанных состоя-
ний имеем |Pm(ε)| > 1, см. рис. 1. Для энергий свя-
занных состояний −Emax ≪ En < 0

Pm(En) ≈ Tm(1) + T ′
m(1)

2|En|
Emax

= 1+ 2m2 |En|
Emax

, (5)

т. е. на каждой итерации амплитуда n-го состояния
будет увеличиваться примерно в 1 + 2m2|En|/Emax .

В настоящей работе мы используем степенной
алгоритм с операторными полиномами Чебышева
для поиска собственных функций и собственных
значений одномерного квазикулоновского потенциа-
ла (8) с девятью связанными состояниями. Иссле-
дована зависимость скорости работы алгоритма от
степени полинома Чебышева. «Оптимальная» сте-
пень полинома m ≈ 8 обеспечивает поиск основного
состояния |Ψ0〉 за k ≈ 125 итераций (4 с на рабочей
станции с процессорами Intel® Xeon® E5-2630), а
связанного состояния с наибольшей энергией |Ψ8〉 —
за k ≈ 8000 (при времени расчета около 4мин). При
подстановке найденных волновых функций |Ψn〉 в
качестве начальных условий нестационарного урав-
нения Шредингера (1) без внешнего поля артефакт-
ное значение средней координаты электрона откло-
няется по модулю от нуля на 6 10−10 за 50фс.

Будем использовать равномерную сетку по ко-
ординате x с шагом ∆x = 0.125 и числом узлов
N = 216. Это обеспечивает достаточно большую об-
ласть по x, которая важна для нестационарной за-
дачи и определения поведения компонент волновой
функции, соотносящихся с оторванными от атомно-
го остова электронами. Относительно грубое разре-
шение затрудняет конечно-разностную аппроксима-
цию второй производной в гамильтониане, поэтому
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Рис. 2. a, b — Зависимости от номера итерации k отно-

сительных ошибок определения волновой функции δ
(k)
Ψ и

∆
(k)
Ψ , а также ошибки энергии связанного состояния δ

(k)
E

потенциала U(x) = − ch−2(x). Панель a соответствует сте-

пенному алгоритму с полиномом Чебышева P1(Ĥ), b — с

P8(Ĥ). c — Количество итераций k и количество операций

km, необходимых для определения |Ψ〉 с относительной

ошибкой ∆Ψ = 10−15 для полиномов разных степеней m

для ее определения мы использовали преобразова-
ние Фурье.

Для исследования сходимости чебышевского сте-
пенного алгоритма рассмотрим потенциал

U(x) = − ch−2(x),

для которого известны аналитические выражения
для волновой функции

Ψa(x) =
1√
2
ch−1(x)

и энергии единственного связанного состояния

Ea = −1

2
= −13.6 эВ.

Для определения точности вычисления собственных
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Рис. 3. a, b — Волновые функции Ψ0(x), Ψ1(x), c, d — Ψ6(x), Ψ7(x). Рисунки a, c построены в линейном масштабе, b, d —

в полулогарифмическом. Моделирование проводилось для потенциала (8) с использованием полинома Чебышева P8(Ĥ)

функций Ψ(k)(x) в таком потенциале будем исполь-
зовать относительные ошибки

δ
(k)
Ψ = max

i

∣∣∣∣
Ψa(xi)−Ψ(k)(xi)

Ψa(xi)

∣∣∣∣ (6)

и

∆
(k)
Ψ = max

i

∣∣∣∣
Ψ(k)(xi)−Ψ(k−1)(xi)

Ψ(k−1)(xi)

∣∣∣∣ . (7)

Первое из данных выражений применимо только
для потенциалов с известным аналитическим пред-
ставлением собственной функции, тогда как вто-
рое — для поиска собственных функций в произ-
вольном одномерном потенциале. Относительную
ошибку определения энергии состояния определим
как

δ
(k)
E = |(Ea − E(k))/Ea|.

На рис. 2a,b для полиномов степеней m = 1 и
m = 8 соответственно показаны зависимости от но-
мера итерации k относительных ошибок δ

(k)
Ψ , ∆(k)

Ψ и

δ
(k)
E в исследуемом потенциале. Ошибка определе-

ния энергии δ
(k)
E с ростом k убывает быстрее, чем

δ
(k)
Ψ и ∆

(k)
Ψ , поэтому в дальнейшем мы будем оцени-

вать скорость выполнения алгоритма через ошиб-
ки определения волновой функции. Ошибки δ

(k)
Ψ и

∆
(k)
Ψ убывают с одинаковым показателем экспоненты

и практически одновременно достигают «шумов»
∼10−15, связанных с ошибками округления чисел
двойной точности (рис. 2a,b). Следовательно, усло-
вие окончания итерационного алгоритма можно вы-
бирать на основе ∆

(k)
Ψ ≈ 10−15.

С ростом степени полинома m количество итера-
ций, необходимых для достижения одинаковой точ-
ности ∆Ψ = 10−15 монотонно убывает на 2 поряд-
ка при изменении m от 1 до 24 (см. рис. 2c). Од-
нако для выполнения одной итерации алгоритма с
использованием полинома Pm(Ĥ) требуется в m раз
больше операций, чем для полинома P1(Ĥ). Поэто-
му выбор порядка полинома определялся переходом
к постоянному значению количества операций km,
позволяющих найти |Ψ〉 с относительной ошибкой
∆Ψ = 10−15, которое в нашем случае составляет
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Рис. 4. Относительная ошибка определения волновых

функций ∆Ψ в зависимости от числа итераций k для

потенциала (8). Цифрами обозначены номера состояний
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клонения от нуля средней координаты электрона за 50фс, полученной при численном интегрировании нестационарного

уравнения Шредингера (1) в отсутствие внешнего поля (Ĥ = 0) с начальным условием Ψ(x, t = −∞) = Ψn(x). b, c —

Примеры артефактных зависимостей средней координаты электрона от времени для n = 0 и n = 8 соответственно

∼ 103 и достигается при m ≈ 8. Таким образом,
степень полинома Чебышева m = 8 является опти-
мальной с точки зрения практической реализации
степенного алгоритма решения стационарного урав-
нения Шредингера (2).

Теперь применим степенной алгоритм с найден-
ным «оптимальным» значением m = 8 к потенци-
алу U(x), для которого отсутствует аналитическое
решение уравнения (2):

U(x) = − A√
x2 +B2

exp

[
−
( x
C

)16]
. (8)

Первый из сомножителей здесь соответствует ква-
зикулоновскому потенциалу с бесконечным числом
уровней [2], тогда как второй делает их число фи-
нитным. Чтобы получить достаточно большое ко-
личество связанных состояний, мы зафиксировали
константу C = 512. Далее мы подобрали значения
констант A = 1.13 и B = 0.827 таким образом,
чтобы энергия основного состояния соответствова-
ла потенциалу ионизации атома гелия. В получен-
ном потенциале мы нашли девять связанных состо-
яний. Волновые функции основного Ψ0(x) и неко-
торых возбужденных Ψ1(x), Ψ6(x) и Ψ7(x) состоя-
ний представлены на рис. 3 в линейном (a,c) и по-
лулогарифмическом (b,d) масштабах соответствен-
но. Энергии этих состояний равны E0 = −24.61 эВ,
E1 = −9.84 эВ, E6 = −1.20 эВ и E7 = −0.92 эВ.
В согласии с известными аналитическими решения-
ми [15] вне ямы волновые функции Ψn(x) убывают
пропорционально exp

(
−|x|

√
−2En

)
вплоть до «шу-

мов», связанных с ошибками округления (рис. 3b,d).

Исследуем сходимость степенного алгоритма для
состояний из дискретного спектра с различным
квантовым числом n. Для этого рассмотрим рис. 4,
на котором представлены зависимости относитель-
ной ошибки ∆Ψ от номера итерации k. При n = 0

значение ∆Ψ = 10−15 достигается за k ≈ 125 ите-
раций, что соответствует времени выполнения про-
граммы 4 с, при n = 1 — за k ≈ 340 итераций и 11 с,
а при n = 8 значение k возрастает до ∼ 8000 и время
счета увеличивается до ∼ 4мин (на рабочей станции
с процессорами Intel® Xeon® E5-2630).

Мы подставили полученные Ψn(x) в качестве на-
чальных условий нестационарного уравнения Шре-
дингера (1) с Ĥ = 0, которое было численно про-
интегрировано согласно методике, описанной в ра-
боте [16]. Полученное при моделировании среднее
значение 〈Ψ|x̂|Ψ〉 оператора x̂ координаты электро-
на за 50фс изменяется по модулю на 6 10−10 для
всех найденных волновых функций Ψn(x), см. рис. 5.
Такая величина средней координаты электрона на
6–7 порядков меньше значения 〈Ψ|x̂|Ψ〉, достигаемо-
го в одномерной квантовой системе под действием
импульса с интенсивностью ∼ 1–100ТВт/см2 [16].
Это свидетельствует о том, что степенной алгоритм
поиска собственных состояний одномерной системы
обеспечивает точность определения |Ψn〉, заведомо
достаточную для квантовомеханического моделиро-
вания эволюции одномерной системы под действием
интенсивного ультракороткого импульса.

Итак, мы применили степенной алгоритм, ис-
пользующий операторные полиномы Чебышева, для
определения волновых функций Ψn(x) и уровней
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энергий En связанных состояний одномерных потен-
циалов с точностью, достаточной для их примене-
ния в качестве начальных условий Ψ(x, t = −∞) =

= Ψn(x) нестационарного уравнения Шредингера.
Установлено, что с ростом степени полинома m схо-
димость степенного метода улучшается: число необ-
ходимых для достижения заданной точности итера-
ций k быстро уменьшается. Однако число операций
km вычисления гамильтониана уменьшается гораз-
до медленнее, практически стремясь к постоянному
значению при m > 8. Таким образом, применение
в степенном методе поиска связанных состояний по-
линомов Чебышева со степенью выше восьмой пред-
ставляется избыточным.
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