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Представлены результаты теоретического исследования динамики заряженных диэлектрических на-

ночастиц в гибридной ловушке. Предложена новая конфигурация гибридной ловушки, состоящей из

поверхностной электродинамической ловушки с прозрачными электродами и оптической дипольной

ловушки, формируемой лазерным гауссовым пучком. Моделирование динамики проводилось для

наночастиц диоксида кремния, локализованных в гибридной ловушке в воздушной среде с учетом

вязкого трения. Показано, что интенсивность лазерного излучения дипольной ловушки может использо-

ваться в качестве бифуркационного параметра рассматриваемой динамической системы для изменения

положения равновесия наночастиц. Предложенная конфигурация гибридной ловушки может стать новой

платформой для реализации оптомеханической машины Изинга.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Гибридные ловушки, объединяющие методы
электродинамического и оптического захвата и
пленения в одном устройстве, открывают широ-
кие возможности для локализации и управления
одиночными микро- и наночастицами. Основ-
ной особенностью гибридных ловушек является
возможность локализации частиц на разных про-
странственных масштабах. Так, ширина области
локализации электродинамических ловушек обыч-
но принимает значение в диапазоне от нескольких
нанометров до нескольких сантиметров. Напротив,
ширина потенциальной ямы оптического пинцета
характеризуется шириной гауссова пучка и обычно
составляет до 10 мкм [1–3], с глубиной потенциала
на несколько порядков превышающей потенциал
электродинамической ловушки [4]. Таким образом,
локализация осуществляется двухступенчатым
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подходом: на первом этапе происходит грубая ло-
кализация заряженных частиц в поле электродина-
мической ловушки, а на втором этапе выполняется
тонкая локализация в поле оптического пинцета.

Обычно для создания гибридных ловушек ис-
пользуются квадрупольные радиочастотные ловуш-
ки или другие конфигурации ловушек, обладающие
единственным положением устойчивого равновесия
заряженных частиц [4–7]. Такой выбор обуславли-
вает эффективное сопряжение координат потенци-
альных минимумов электродинамического и опти-
ческого потенциалов. При этом указанное распре-
деление потенциала не является единственно воз-
можным. Так, например, известны поверхностные
электродинамические ловушки, в которых наблюда-
ется формирование нескольких положений равнове-
сия [8–10]. Вместе с тем, несколько точек устойчиво-
го равновесия в оптическом пинцете может быть ре-
ализовано с использованием пучков Эрмита – Гаусса
в модах высших порядков [2, 11].

С практической точки зрения может быть инте-
ресна реализация гибридной ловушки, где один из
потенциалов характеризуется несколькими положе-
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ниями равновесия. Можно предположить, что в та-
ких системах при изменении соотношения управля-
ющих параметров может наблюдаться эффект би-
фуркации положения равновесия. Физически это
означает, что при одном наборе управляющих пара-
метров удержание почти полностью будет опреде-
ляться взаимодействием с потенциалом электроди-
намической ловушки, а при изменении параметров -
с потенциалом оптического пинцета. Таким образом,
положение и количество точек устойчивого равно-
весия будет однозначно определяться соотношением
управляющих параметров гибридной системы.

Наличие точки бифуркации в исследуемой систе-
ме открывает возможность физической реализации
машины Изинга [12], которая представляет собой
новый тип вычислительных устройств, основанных
на не-фон-неймановской архитектуре, специализи-
рующихся на эффективном решении задач комби-
наторной оптимизации [13]. В зависимости от зна-
чения управляющего параметра в системе с точкой
бифуркации существует либо одно стационарное со-
стояние, либо два. В окрестности точки бифурка-
ции динамика системы становится неустойчивой, и
существует неопределенность в переходе системы в
одно из двух стационарных состояний. Такое поведе-
ние системы может быть использовано для кодиров-
ки спиновых состояний модели Изинга [14]. Физиче-
ские системы, с помощью которых можно получать
решение модели Изинга, имеют потенциал практи-
ческого применения для решения оптимизационных
задач в различных областях человеческой деятель-
ности [14, 15]. Ранее было показано, что в качестве
платформы для реализации машины Изинга могут
использоваться связанные оптические параметриче-
ские осцилляторы [16], ячейки Керра [17], джозеф-
соновские осцилляторы [18] и другие нелинейные
динамические системы. Использование предлагае-
мой гибридной ловушки в качестве новой платфор-
мы для реализации машины Изинга представляется
перспективным направлением исследований.

В настоящей работе предложена новая конфи-
гурация гибридной ловушки, состоящей из поверх-
ностной электродинамической ловушки с прозрач-
ными электродами и оптической дипольной ловуш-
ки. Следует отметить, что использование прозрач-
ных электродов в электродинамической ловушке
позволяет расположить лазерный луч оптической
ловушки вертикально, что отличает предложенную
конфигурацию гибридной ловушки от других при-
меняемых конфигураций и определяет полученные
в настоящей работе результаты. Показано, что при
локализации наночастиц в поверхностной ловуш-

ке, наблюдается формирование двух устойчивых по-
ложений равновесия, вызванных разрушением сим-
метрии эффективного потенциала. При значениях
интенсивности лазерного излучения, при которых
градиентная сила превышает силы взаимодействия
частиц с электрическим полем ловушки, наблюда-
ется переход системы к динамическому режиму, ха-
рактеризующемуся одной устойчивой точкой лока-
лизации. Таким образом, показано, что управление
положением частицы в гибридной ловушке может
быть достигнуто только за счет изменения интен-
сивности лазерного излучения, без каких-либо из-
менений в направлении распространения излучения
или без изменения взаимного расположения элемен-
тов ловушки.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
ГИБРИДНОЙ ЛОВУШКИ

Для описания динамики наночастиц в гибрид-
ных ловушках использованы следующие приближе-
ния. Во-первых, взаимодействие оптического излу-
чения с объектом локализации описывается в рам-
ках дипольного приближения, когда размер объек-
та локализации существенно меньше длины волны
лазерного излучения. В настоящей работе мы рас-
сматриваем наночастицы диоксида кремния с гид-
родинамическим радиусом a = 20 нм. Необходимо
отметить, что дипольное приближение при модели-
ровании взаимодействия частиц диоксида кремния
с лазерным излучением на длине волны 1064 нм мо-
жет быть применено для частиц с характерным раз-
мером не более ∼ λ/10 нм. Так, например, сечение
экстинкции для наночастиц диоксида кремния раз-
мером 20 нм, определенное в дипольном приближе-
нии [2], составляет 4.70 · 10−2 нм2 в рамках теории
рассеяния Ми 4.89 · 10−2 нм2 [19]. При увеличении
размеров частиц необходимо учитывать возбужде-
ние квадрупольных моментов и моменты высших
порядков или использовать теорию Ми. Кроме того,
сечение рассеяния может быть оценено эксперимен-
тально, например, как в работе [20]. Во-вторых, при
анализе динамики применяется сферическое при-
ближение формы объекта локализации, что позво-
ляет описывать диссипацию энергии при локализа-
ции в воздухе в рамках приближения Стокса. В-
третьих, пространственное распределение потенциа-
ла оценивалось решением задачи Дирихле для верх-
него полупространства (z > 0).

Для реализации электродинамического модуля
пленения гибридной ловушки применяется поверх-
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Рис. 1. Схема электродинамической ловушки

ностная электродинамическая ловушка в конфигу-
рации, предложенной в работе [21]. Схема электро-
динамической ловушки представлена на рис. 1. По
своей сути, электродинамическая ловушка является
системой из пяти прямоугольных электродов, на два
из которых подается управляющее переменное на-
пряжение (силовые электроды отмечены цифрами
2 и 4 на рис. 1). Оставшиеся три электрода зазем-
лены (отмечены цифрами 1, 3, 5 на рис. 1). Длина
электродов составляет 5 мм, ширина силовых элек-
тродов - 1 мм, ширина заземленных электродов рав-
няется 2 мм. Пространственное распределение по-
тенциала вокруг электродов ловушки может быть
описано в виде

U(x, y, z, t)=
1

2π
V0 cos (ωt)

∑

j

fj(x1j , y1j , x2j , y2j), (1)

где V0 — амплитуда переменного напряжения на
электродах электродинамической ловушки, ω — час-
тота переменного напряжения на электродах, fj —
функции пространственного распределения потен-
циала над j-м прямоугольным электродом с коорди-
натами диагональных вершин x1j , y1j , x2j , y2j [22]:

fj = tg−1

(
(x1j − x)(y1j − y)

z
√
(x1j − x)2 + (y1j − y)2 + z2

)
−

− tg−1

(
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z
√
(x1j − x)2 + (y2j − y)2 + z2

)
−

− tg−1

(
(x2j − x)(y1j − y)

z
√
(x2j − x)2 + (y1j − y)2 + z2

)
−

+tg−1

(
(x2j − x)(y2j − y)

z
√
(x2j − x)2 + (y2j − y)2 + z2

)
. (2)

При моделировании частота переменного напря-
жения принималась равной 150 кГц, а амплитуда
переменного напряжения — 300 В.

Оптический модуль гибридной ловушки реали-
зован на принципах оптического пинцета с исполь-
зованием сфокусированного лазерного пучка с гаус-
совым профилем интенсивности I(x, y, z) в виде [23]

I(x, y, z) =
2P

πW (z)2
exp

[−2(x2 + y2)

W 2(z)

]
, (3)

здесь
W (z) = W0

√
1 + [(z − h)/z0]2,

P — мощность лазерного излучения, h — высота по-
ложения перетяжки над поверхностью электродов,
z0 = πW 2

0 /λ — рэлеевская длина, λ — длина вол-
ны лазерного излучения, W0 — ширина перетяжки
гауссова пучка.

Лазерное излучение направлено перпендикуляр-
но поверхности ловушки. Рассматривается случай,
когда лазер светит снизу вверх, так и случай,
когда излучение направлено сверху вниз. Длина
волны лазерного излучения принималась равной
λ = 1064 нм, а положение перетяжки устанавлива-
лось на высоте h = 1.2 мм от поверхности ловуш-
ки. Ширина перетяжки лазерного излучения равня-
лась Ω0 = 1000 мкм. Пиковая мощность лазерного
излучения считалась равной Pmax = 16 Вт. Необ-
ходимо отметить, что возможность распростране-
ния лазерного излучения вдоль оси z сквозь элек-
троды ловушки физически может быть достигнуто
за счет использования прозрачных тонкопленочных
электродов. Ранее была успешно продемонстриро-
вана возможность создания полностью прозрачных
поверхностных ловушек с использованием тонких
пленок оксидов индия и олова (ITO) [8, 24].

В рамках принятых приближений со стороны оп-
тического излучения на частицу будут действовать
две силы: сила светового давления Fscat по направ-
лению лазерного излучения и градиентная сила по
направлению к максимуму интенсивности, Fgrad. В
таком случае силы Fscat и Fgrad могут быть записа-
ны в следующем виде [2]

Fscat(z) =

= ẑ
128π5

3

n2
5a6

cλ4

(
m2 − 1

m2 + 2

)2

I(x, y, z), (4)

Fgrad(x, y, z) =

=
2πn2a

3

c

(
m2 − 1

m2 + 2

)
∇I(x, y, z), (5)
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где n1 и n2 — показатели преломления материа-
ла частиц и окружающей среды, соответственно,
n1 = 1.45, n2 = 1, m = n1/n2, ẑ — единичный вектор
вдоль оси z в зависимости от направления распро-
странения лазерного излучения.

Учитывая все силы, уравнения движения заря-
женной наночастицы при локализации в воздухе с
учетом вязкого трения примут вид

Mẍ = −e
∂U(x, y, z, t)

∂x
− Fgrad,x − 6πµaẋ, (6)

Mÿ = −e
∂U(x, y, z, t)

∂y
− Fgrad,y − 6πµaẏ, (7)

Mz̈ = −e
∂U(x, y, z, t)

∂z
− Fgrad,z −

−Fscat −Mg − 6πµaż, (8)

где Fgrad,{x,y,z} — компоненты градиентной силы, M
— масса заряженной наночастицы, e — заряд нано-
частицы, µ — динамическая вязкость воздуха.

Несмотря на то, что уравнения (6), (7) выгля-
дят одинаково, описываемая динамика будет суще-
ственно отличаться вдоль осей 0x и 0y. Такое раз-
личие будет связано с конфигурацией рассматрива-
емых электродов. Так как электроды направлены
вдоль оси 0y, градиент электрического потенциала
вдоль оси 0y намного меньше, чем вдоль оси 0x. В
такой системе можно ожидать, что эффекты разру-
шения симметрии эффективного потенциала будут
более существенны вдоль оси 0y [8].

Моделирование динамики проводилось для слу-
чая наночастиц диоксида кремния со средней плот-
ностью ρ = 2200 кг/м3, радиусом a = 20 нм и заря-
дом на поверхности, равным e = 1.2 · 102 элементар-
ных зарядов. Динамическая вязкость воздуха при-
нималась равной µ = 18 · 10−6 Па·с.

Положения устойчивого равновесия могут быть
определены численным решением задачи Коши для
системы дифференциальных уравнений (6), (8) при
заданных начальных условиях. Начальные условия
задавались с учетом особенностей геометрии ловуш-
ки, представленной на рис. 1. Считалось, что на-
чальные координаты x и y соответствуют средней
точке ловушки x(0) = 2 мм, y(0) = 2.5 мм, а началь-
ная координата по оси z находится на расстоянии в
пределах случайного распределения z(0) ∈ [1.2..1.5]

мм от поверхности ловушки. Начальные скорости
по осям х, y и z задавались случайно в пределах
распределения ẋ(0) ∈ [−2..2] мм/c ẏ(0) ∈ [−2..2]

мм/c, ż(0) ∈ [−2..2] мм/c, соответственно. Реше-
ние находилось с помощью метода Рунге-Куты 4-го

порядка с переменным шагом интегрирования. Мо-
делирование осуществлялось в диапазоне времени
τ ∈ [0..106], где τ = ωt.

3. ОБСУЖДЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис. 2 представлены результаты моделирова-
ния динамики объектов локализации при различной
мощности лазерного излучения P ∈ [−Pmax...Pmax]

при Pmax = 16 Вт. Отрицательные значения со-
ответствуют направлению распространения излуче-
ния противоположно направлению вектора силы тя-
жести. На рис. 2 a построена зависимость координат
устойчивого положения равновесия частицы вдоль
оси 0z. На рис. 2 б построена зависимость координат
устойчивого положения равновесия частицы вдоль
оси 0y. В случае, когда лазерное излучение отсут-
ствует, процессы локализации заряженных частиц
полностью обуславливаются их взаимодействием с
полем электродинамической ловушки. При этом на-
блюдаются две точки устойчивого равновесия с ко-
ординатами вдоль оси 0y 3.2 мм и 1.8 мм на высоте
относительно поверхности ловушки 1.126 мм. На-
личие двух точек устойчивого равновесия являет-
ся следствием разрушения симметрии эффективно-
го потенциала электродинамической ловушки, вы-
званным влиянием силы тяжести. Настоящий эф-
фект в поверхностных электродинамических ловуш-
ках был подробно описан в работе [8]. При воздей-
ствии лазерного излучения на объекты локализа-
ции наблюдается смещение положения наночастицы
вдоль рассматриваемых осей. При мощности лазер-
ного излучения более 6.88 Вт при направлении ла-
зерного излучения снизу вверх и менее 12 Вт при
направлении лазерного луча сверху вниз сохраняет-
ся бистабильный характер рассматриваемой дина-
мической системы. Сохранение бистабильности обу-
славливается сопоставимостью оптических и элек-
трических сил, действующих в системе.

В тоже время действие градиентной силы Fgrad,
втягивающей наночастицу в область максималь-
ной интенсивности лазерного излучения, приводит
к сближению точек устойчивого равновесия вдоль
оси 0y. Также наблюдается увеличение высоты то-
чек устойчивого равновесия над поверхностью элек-
трода. К данному эффекту сразу приводит несколь-
ко механизмов — втягивание наночастицы в пере-
тяжку под действием Fgrad, а также нивелирование
эффекта разрушения симметрии эффективного по-
тенциала при учете потенциальной энергии наноча-
стицы в оптическом поле. При изменении направ-
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a

b

Рис. 2. Диаграмма динамики объектов локализации в за-

висимости от мощности лазерного излучения P . а — За-

висимость координат устойчивого положения равновесия

частицы вдоль оси 0z. b — Зависимость координат устой-

чивого положения равновесия частицы вдоль оси 0y

ления излучения, все силы, кроме Fscat, сохраняют
свои направления. Изменение направления рассеи-
вающей силы обуславливает асимметрию зависимо-
стей, представленных на рис. 2.

При мощности излучения ниже 6.88 Вт при на-
правлении луча снизу вверх и выше 12 Вт при на-
правлении сверху вниз система переходит с состоя-
ние, характеризующееся единственным положением
равновесия. В случае мощного лазерного излучения
процессы локализации почти полностью определя-
ются взаимодействием с полем оптического модуля,
которое характеризуется единственным положени-
ем устойчивого равновесия. Точка устойчивого рав-
новесия находится в центре ловушки, а ее высота
над поверхностью электродов определяется мощно-

стью лазерного излучения. Действие Fscat приводит
к дальнейшему подъему наночастицы над поверхно-
стью электродов при направлении излучения снизу
вверх и уменьшению высоты локализованной нано-
частицы при направлении излучения сверху вниз.

Ранее в тексте было отмечено, что предлага-
емая конфигурация гибридной ловушки, реализу-
ющая динамику наночастицы с бифуркацией ти-
па вилки, может быть использована как платфор-
ма для решения задач комбинаторной оптимиза-
ции, что эквивалентно минимизации гамильтониа-
на в модели Изинга [14]. В работе [25] для управ-
ляемой диссипативной системы с бифуркацией бы-
ла предложена вычислительная схема поиска гло-
бального минимума гамильтониана Изинга, осно-
ванная на гибридном аналого-цифровом представ-
лении бинарных спинов [12]. Схема реализуется с
помощью метода градиентного спуска функции Ля-
пунова, которая представляет собой сумму аналого-
вого гамильтониана Изинга и одно- или двуямного
потенциала. В работе [26] было показано, что пер-
вые ненулевые устойчивые состояния, которые ста-
нут стабильными при изменении формы потенциала
с одиночной ямы на двойную яму, связаны с гло-
бальным минимумом гамильтониана Изинга. В вы-
числительной схеме такого типа для решения задач
комбинаторной оптимизации используется аналого-
вая версия гамильтониана Изинга, который вводит-
ся как источник потерь в открытой диссипативной
системе. В этом случае общее уравнение, описыва-
ющее динамику диссипативной системы с обратной
связью для N аналоговых обобщенных координат
qj , можно представить в следующем виде

d2qj(t)

dt2
= − ∂

∂qj



∑

j

VВ(qj) + βVI(q)


, (9)

где VB(qj) — бистабильный эффективный потенци-
ал, представляющий собой функцию усредненной по
времени кинетической энергии быстрых осцилляций
с учетом всех сил, указанных в уравнении (7);

VI(q) = −
∑

j,l

ωjlqjql

— аналоговая форма гамильтониана Изинга; β —
сила связи между динамическими переменными,
0 < β ≪ 1; ωjl — матрица связи динамических пере-
менных, определяющая условия комбинаторной за-
дачи и обладающая следующими свойствами:

ωjl = ωlj , ωjj = 0.
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Рис. 3. Бистабильный потенциал оптомеханической

системы

В общем случае потенциал VB может быть представ-
лен в виде

VB(qj) = −1/2αq2j + 1/4q4j ,

а уравнения динамики при β = 0 принимают вид,
характерный для бифуркационной системы [25]:

q̈j = αqj − q3j , (10)

где α — управляющий параметр. Система имеет од-
но стабильное состояние qj = 0, когда управляю-
щий параметр имеет значение меньше критическо-
го (одноямный потенциал) и два стабильных состоя-
ния в случае, когда значение α больше критического
(двуямный потенциал), что схематично показано на
рис. 3. В случае, когда β 6= 0, уравнения динамики
примут вид

q̈j = αqj − q3j − β
∑

l

ωjlql. (11)

Уравнения (11) описывают динамику N -
частичной системы, в которой параметр α опре-
деляет усиление, а последний член, получаемый
из аналогового гамильтониана Изинга, описывает
потери в системе. При непрерывном увеличении
усиления система стремится к состоянию с наимень-
шими потерями, что соответствует нахождению
минимальной энергии заданного гамильтониана
Изинга. Для использования рассматриваемой в

настоящей работе оптомеханической системы в
качестве физической платформы для вычислений
комбинаторных задач можно реализовать подход,
предложенный в работах [12, 26]. Этот подход осно-
ван на аналого-цифровом представлении бинарных
спинов и их временном мультиплексировании. При
таком подходе значения спинов определяются с
помощью нелинейной динамики оптомеханической
системы для каждого из N спинов последова-
тельно с разделением во времени, а вычисление
межспинового взаимодействия, содержащегося в га-
мильтониане Изинга, которое подразумевает реали-
зацию вектор-матричного перемножения согласно
условиям комбинаторной задачи, осуществляется
с помощью цифровых методов и устройств. При
этом в оптомеханической системе управляющим
параметром выступает интенсивность лазерного
излучения, а кодировка спинов σj = ±1 основана
на определении положения частицы по оси 0y, в
контексте описанного формализма σj = qj/|qj |.
Более подробно использование предложенной опто-
механической системы в качестве платформы для
решения комбинаторных задач будет рассмотрено в
отдельной работе.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе рассмотрены особенности
процесса локализации заряженных диэлектриче-
ских наночастиц в гибридных ловушках. Предло-
жена конфигурация гибридной ловушки, состоящей
из поверхностной электродинамической ловушки с
прозрачными электродами и оптической дипольной
ловушки. Поверхностная ловушка реализована пя-
тью плоскими прямоугольными электродами. В ка-
честве дипольной ловушки используется сфокуси-
рованное лазерное излучение с гауссовым распре-
делением интенсивности. В расчетах принималось,
что лазерное излучение направлено по нормали к
поверхности электродинамической ловушки. Моде-
лирование динамики осуществлялось для заряжен-
ных наночастиц диоксида кремния с гидродинами-
ческим радиусом 20 нм. Моделирование показывает,
что в отсутствии лазерного излучения наблюдается
формирование двух устойчивых положений равно-
весия. При воздействии сфокусированного лазерно-
го излучения наблюдается сближение точек устой-
чивого равновесия вплоть до полного их слияния.
Изменение координат точек устойчивого равнове-
сия объясняется действием градиентной силы, спо-
собствующей втягиванию прозрачных наночастиц в
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область наибольшей интенсивности лазерного излу-
чения. Необходимо отметить, что изменение коорди-
нат устойчивого равновесия достигается без измене-
ния направления лазерного излучения или измене-
ния относительного положения элементов ловушки.
В настоящей работе показано, что в зависимости от
направления лазерного излучения точка бифурка-
ции наблюдается при разных значения управляю-
щего параметра - мощности лазерного излучения.
Кроме того, наблюдается асимметрия зависимостей
координат точек устойчивого равновесия от мощ-
ности лазерного излучения при учете направления
распространения излучения. Асимметрия зависимо-
стей объясняется изменением направления рассеи-
вающей силы, действующей по направлению лазер-
ного излучения. Таким образом, система характери-
зуется управляемой бифуркацией положения равно-
весия частиц. Предложенная конфигурация гибрид-
ной ловушки может стать новой платформой для
реализации нового типа оптомеханической машины
Изинга.
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26. F. Böhm, G. Verschaffelt and G. Van der Sande, A

Poor Man’s Coherent Ising Machine Based on Opto-

electronic Feedback Systems for Solving Optimization

Problems, Nat. Commun. 10, 3538 (2019).

534


