
ЖЭТФ, 2024, том 166, вып. 1 (7), стр. 110–120 © 2024

ДВУМЕРНАЯ ТУРБУЛЕНТНОСТЬ В ОГРАНИЧЕННОЙ ЯЧЕЙКЕ

И. В. Колоколов*, В. В. Лебедев

НИУ Высшая школа экономики
101000, Москва, Россия

Поступила в редакцию 3 декабря 2023 г.,
после переработки 3 декабря 2023 г.

Принята к публикации 6 декабря 2023 г.

Представлена теория двумерной турбулентности, возбуждаемой внешней силой в тонких пленках жидко-

сти на масштабах, превышающих толщину пленки. Основной особенностью двумерной турбулентности

является тенденция к генерации движений все большего и большего масштаба благодаря нелинейному

взаимодействию. Тенденция приводит к образованию так называемого обратного каскада и, при неко-

торых условиях, больших когерентных вихрей. Мы обсуждаем профиль средней скорости когерентных

вихрей и флуктуации потока на фоне средней скорости для различных режимов. Мы демонстрируем,

что режим сильно взаимодействующих флуктуаций приводит к анизотропному скейлингу внутри коге-

рентных вихрей.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для нас большая честь представить эту рабо-
ту для выпуска, посвященного 130-летию П. Л. Ка-
пицы. Открытие Петром Леонидовичем сверхтеку-
чести значительно расширило наши представления
о возможных гидродинамических эффектах. Гидро-
динамика все еще продолжает удивлять нас разно-
образием связанных с ней явлений. В этой статье
мы излагаем современное состояние теории двумер-
ной турбулентности, которая активно развивается в
последние годы.

Мы рассматриваем турбулентные состояния тон-
ких пленок жидкости, характеризующиеся интен-
сивными хаотическими течениями. На масштабах,
превышающих толщину пленки, гидродинамиче-
ские движения в таких пленках можно рассматри-
вать как двумерные [1]. Другими системами, в кото-
рых можно эффективно создавать двумерные гид-
родинамические движения, являются свободно под-
вешенные мыльные или смектические пленки [2, 3].
Отметим также существование эффективно двумер-
ной подсистемы быстро вращающейся трехмерной
жидкости [4, 5]. Турбулентные состояния в упомя-
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нутых системах существенно отличаются от трех-
мерной турбулентности.

Турбулентность может быть вызвана постоянно
действующей силой или развиваться без внешнего
воздействия. Первый случай называется вынужден-
ной турбулентностью, а второй — затухающей тур-
булентностью. Затухающая турбулентность во мно-
гих аспектах аналогична вынужденоой, однако име-
ет некоторые особенности, которые выходят за рам-
ки нашей статьи. Здесь мы рассмотриваем турбу-
лентность, вызываемую внешней силой, которая мо-
жет быть статической или может быть хаотической
функцией времени. Во втором случае мы предпола-
гаем, что сила обладает стационарными статистиче-
скими свойствами. Кроме того, можно рассматри-
вать силу, периодически изменяющуюся во време-
ни. Во всех этих случаях турбулентное состояние,
будучи состоянием с сильными флуктуациями, об-
ладает стационарными статистическими свойствам.

Уже первые теоретические работы, посвященные
двумерной турбулентности [6–8], выявили ее прин-
ципиальное отличие от трехмерной. С теоретиче-
ской точки зрения, различие связано с существова-
нием двух квадратичных положительно определен-
ных величин (кинетической энергии и энстрофии),
сохраняемых двумерным уравнением Эйлера. Это
приводит к формированию двух различных каска-
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дов, возникающих в результате нелинейного взаи-
модействия: энстрофия переносится с масштаба на-
качки на меньшие масштабы (прямой каскад), тогда
как энергия переносится на большие масштабы (об-
ратный каскад). Энстрофия диссипирует вследствие
вязкости на масштабах, меньших длины накачки, а
энергия — вследствие трения о дно на масштабах,
больших длины накачки.

Статистические свойства флуктуаций скорости в
обратном каскаде изучались как экспериментально
[9], так и численно [10]. Результаты этих работ хо-
рошо согласуются с аналитической теорией, разра-
ботанной для неограниченной системы [11]. Замеча-
тельно, что в обратном каскаде наблюдается нор-
мальный колмогоровский скейлинг [10]. Нормаль-
ный скейлинг в двумерном случае контрастирует
с аномальным скейлингом, наблюдаемым в трех-
мерной турбулентности [12]. Прямой каскад (каскад
энстрофии) характеризуется своими собственными
скейлинговыми законами [13,14].

Для трехмерного течения в жидкости единствен-
ным механизмом диссипации кинетической энер-
гии является вязкость. Таким образом, существу-
ет единственный безразмерный параметр — число
Рейнольдса, характеризующий степень нелинейно-
сти для несжимаемого потока. Напротив, при рас-
смотрении эффективно двумерных тонких пленок
жидкости мы имеем дело с двумя диссипативными
механизмами: вязкостью и трением о дно. Конечно,
трение о дно также сводится к вязкости, но действу-
ющей на масштабах порядка толщины пленки. По-
этому при двумерном анализе вязкость и трение о
дно следует разделять. Взаимная игра диссипатив-
ных механизмов приводит к более сложному харак-
теру нелинейности течения в двумерной турбулент-
ности.

Традиционным способом создания потока в дву-
мерной гидродинамике является приложение к жид-
кости внешней периодической в пространстве стати-
ческой силы (силы Колмогорова). Такая постановка
задачи используется как в лабораторных экспери-
ментах с тонкими пленками жидкости [9,15–17], так
и в численном моделировании [18–20]. Тогда переход
к турбулентности оказывается сложным процессом.
Это может быть плавный переход или скачок (в за-
висимости от соотношения между длиной накачки
и размером ячейки), и он может проходить через
несколько промежуточных стадий. Другой возмож-
ностью, реализуемой во многих численных экспери-
ментах, является случайная сила с малым временем
корреляции [10, 21–25].

При интенсивной накачке обратный каскад, пе-
реносящий энергию на большие масштабы, при-
водит к накоплению энергии на размере ячейки.
Накопление может привести к образованию коге-
рентных вихрей с размерами, сравнимым с разме-
ром ячейки. Когерентные вихри являются долго-
живущими и обладают хорошо определенным сред-
ним профилем скорости. Как показывают численное
моделирование и лабораторный эксперимент, про-
филь изотропен и соответствует дифференциально-
му вращению. Как было впервые продемонстриро-
вано в работе [22], где была численно исследована
модель коротко коррелированной по времени силы
накачки, профиль скорости является плоским, т. е.
средняя полярная скорость не зависит от расстоя-
ния до центра вихря. В дальнейшем это наблюдение
было подтверждено численным моделированием [24]
и лабораторным экспериментом [17], а также были
представлены теоретические аргументы, объясняю-
щие плоский профиль [26–29]. Условия, необходи-
мые для возникновения когерентных вихрей, обсуж-
дались в работе [20].

Приведем план нашего последующего изложе-
ния. В разд. 2 мы даем основные соотношения, ка-
сающиеся двумерных гидродинамических течений.
В разд. 3 мы приводим сведения о двумерной тур-
булентности в неограниченных жидких пленках. В
разд. 4 мы устанавливаем уравнения, описывающие
когерентный вихрь. В разд. 5 мы анализируем флук-
туации внутри когерентного вихря в так называе-
мом квазилинейном режиме. В разд. 6 мы исследу-
ем режим сильно взаимодействующих флуктуаций
внутри когерентного вихря. В разд. 7 мы кратко из-
лагаем результаты анализа, обсуждаем возможные
перспективы и связь с другими физическими явле-
ниями.

2. ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ

Двумерное течение жидкости описывается его
(двумерным) полем скоростей v, которое является
функцией времени и двух координат. Мы предпола-
гаем, что течение несжимаемо: ∇v = 0. Это свой-
ство подразумевает, что число Маха v/c мало, где
c — скорость звука. Это условие обычно хорошо вы-
полняется в реальных турбулентных потоках. В дан-
ном разделе мы формулируем основные уравнения,
описывающие двумерную гидродинамику несжима-
емой жидкости.

Имея в виду динамику тонких пленок, мы ис-
пользуем двумерное уравнение Навье – Стокса, до-
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полненное членом, относящимся к трению о дно:

∂tv + (v · ∇)v +∇p = −αv + ν∇2v + f . (1)

Здесь f — внешняя сила (на единицу массы), p —
давление (на единицу массы), ν — коэффициент ки-
нематической вязкости, α — коэффициент трения о
дно. Беря дивергенцию уравнения (1) и используя
условие несжимаемости ∇v = 0, мы находим следу-
ющее соотношение для поля давления p:

∇2p = −(∂λvµ)(∂µvλ). (2)

Здесь греческие индексы, пробегающие значения
1, 2, обозначают векторные компоненты вдоль двух
ортогональных осей. При выводе соотношения (2)
мы полагали, что ∇f = 0.

Мы считаем, что сила накачки f имеет характер-
ный волновой вектор kf . Тогда νk2f — вязкое зату-
хание на масштабе накачки. Поучительно сравнить
это затухание с α. Для тонких жидких пленок легко
получить неравенство α ≫ νk2f , так как α оценива-
ется как νh−2, где h — толщина пленки. Характер-
ная длина силы накачки должна быть больше, чем
h (в противном случае течение нельзя рассматри-
вать как двумерное), таким образом, kfh & 1. Это
приводит к выводу α & νk2f .

Однако, чтобы наблюдать эффекты, связанные,
скажем, с интенсивными крупномасштабными вих-
рями в турбулентном режиме, следует сделать α

как можно меньше. Для достижения цели исполь-
зуются некоторые экспериментальные приемы, свя-
занные с многослойными пленками [9, 16, 17]. Отме-
тим также, что коэффициент α мал по сравнению с
νk2f для двумерной подсистемы быстро вращающей-
ся трехмерной жидкости [4, 5], для которой эффек-
тивный коэффициент трения обусловлен конвектив-
ным движением, сопровождающимся формировани-
ем пограничных слоев Экмана [30]. Другими слу-
чаями, когда реализуются малые значения α, явля-
ются свободно подвешенные мыльные или смекти-
ческие пленки, которые не контактируют с твердой
поверхностью [2, 3].

В двух измерениях удобно описывать течение в
терминах завихренности ̟, определяемой как

̟ = curlv ≡ ∂1v2 − ∂2v1. (3)

Очевидно, что завихренность ̟ является скаляр-
ным (или, точнее, псевдоскалярным) полем. Урав-
нение, управляющее полем завихренности, получа-
ется взятием ротора от уравнения (1):

∂t̟ + v∇̟ = −α̟ + ν∇2̟ + φ, (4)

где φ = curl f . Отметим, что давление p выпадает из
уравнения (4) для завихренности.

Чтобы замкнуть уравнение (4), необходимо вос-
становить поле скоростей v из поля завихренности
̟. В силу условия несжимаемости ∂1v1 + ∂2v2 = 0

можно ввести функцию тока ψ, связанную с компо-
нентами скорости и завихренностью, как

v1 = ∂2ψ, v2 = −∂1ψ, ̟ = −∇2ψ. (5)

Чтобы выразить функцию тока через ̟, необходи-
мо решить уравнение Лапласа ∇2ψ = −̟. Вообще
говоря, это уравнение должно решаться с подходя-
щими граничными условиями. Для неограниченной
системы можно использовать соотношение

ψ(r) = − 1

2π

∫
d2x̟(x) ln |r− x|. (6)

После вычисления интеграла компоненты скоро-
сти находятся в соответствии с уравнением (5),
таким образом выражая скорость в терминах
завихренности.

Для слабого внешнего воздействия нелинейным
членом (v·∇)v в уравнении (1) можно пренебречь, и
мы приходим к линейному уравнению. В терминах
завихренности оно принимает вид

(∂t + α− ν∇2)̟ = φ. (7)

Это уравнение описывает ламинарный поток, вызы-
ваемый внешним воздействием. Из-за наличия дис-
сипации (вязкости и трения о дно) после некоторо-
го переходного процесса течение становится стаци-
онарным, если сила f постоянна. Если сила f слу-
чайна со статистикой, стационарной во времени, то
скорость v в ламинарном режиме также будет слу-
чайной со статистикой, стационарной во времени.

Влияние внешней силы на течение можно оха-
рактеризовать ее средней мощностью (на единицу
массы) ǫ = 〈f · v〉, где угловые скобки означают
усреднение по времени. Величину ǫ часто называ-
ют потоком энергии. Как правило, среднее значение
〈f · v〉 зависит от координат. Мы предполагаем, что
эта зависимость плавная, т. е. ее характерная дли-
на больше характерных масштабов турбулентных
пульсаций. Тогда неоднородность ǫ не существенна
для теоретической схемы.

Простой анализ роли нелинейности, основанный
на размерных оценках, показывает, что имеются два
безразмерных параметра, характеризующих силу
гидродинамического нелинейного взаимодействия,

βν =
ǫ

ν3k4f
, βα =

ǫk2f
α3

. (8)
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Первый параметр βν в уравнении (8) является сте-
пенью числа Рейнольдса, взятого на длине накачки
k−1f . Второй параметр βα в уравнении (8) связан с
трением о дно и характеризует его роль на той же
длине накачки.

Если выполняются неравенства βα ≫ 1 и βν ≫ 1,
то возбуждается развитая турбулентность и возни-
кают пульсации разного масштаба за счет нелиней-
ного взаимодействия флуктуаций потока. Энергия,
производимая внешней силой на масштабе k−1f , те-
чет к большим масштабам, в то время как энстро-
фия, производимая той же силой на масштабе k−1f ,
течет на малые масштабы [6–8]. Таким образом, об-
разуются два каскада: каскад энергии (обратный
каскад), реализуемый в масштабах, больших, чем
масштаб накачки k−1f , и каскад энстрофии (прямой
каскад), реализуемый в масштабах, меньших, чем
масштаб накачки k−1f .

3. ТУРБУЛЕНТНОСТЬ В
НЕОГРАНИЧЕННОЙ СИСТЕМЕ

Здесь мы рассматриваем двумерную турбулент-
ность в большой ячейке, где ее конечные размеры
не играют существенной роли. Для описания турбу-
лентности в данном случае можно использовать мо-
дель изотропной и однородной в пространстве и вре-
мени турбулентности. Конечно, тогда сила накачки
также должна быть изотропной и однородной в про-
странстве и времени, по крайней мере, в статисти-
ческом смысле.

Умножая динамическое уравнение (1) на v и
усредняя его, мы получаем баланс энергии

ǫ ≡ 〈f · v〉 = α〈v2〉+ ν〈(∇αv)
2〉. (9)

Напомним, что угловые скобки означают усредне-
ние по времени или, что более удобно при теорети-
ческом анализе, усреднение по статистике системы.
При выводе уравнения (9) мы опустили все полные
производные по времени и координатам, имея в виду
однородность в пространстве и времени. Соотноше-
ние (9) имеет простой физический смысл: энергия,
закачиваемая в жидкость внешней силой, диссипи-
рует за счет трения о дно и вязкости.

Аналогично, умножая уравнение (4) на ̟ и
усредняя, получаем еще одно уравнение баланса

η ≡ 〈φ̟〉 = α〈̟2〉+ ν〈(∇̟)2〉. (10)

Опять же, при выводе уравнения (10) мы опустили
все полные производные по времени и координатам,
имея в виду однородность в пространстве и времени.

Величину η часто называют потоком энстрофии, ее
можно оценить как η ∼ ǫk2f . Соотношение (10) имеет
простой физический смысл: энстрофия, закачивае-
мая в жидкость, диссипирует за счет трения о дно
и вязкости.

Можно вывести важные соотношения для кас-
кадов энергии и энстрофии, следуя схеме Колмо-
горова [31, 32]. В случае изотропной, однородной в
пространстве турбулентности для обратного каска-
да энергии имеет место соотношение [6–8]

〈{r
r
· [v(r1)− v(r2)]

}3
〉

=
3

2
ǫr, (11)

где r = r1 − r2, r ≫ k−1f и угловые скобки, как и
выше, означают усреднение по времени. Аналогич-
ное соотношение для прямого каскада энстрофии
имеет вид
〈r
r
· [v(r1)− v(r2)] [̟(r1)−̟(r2)]

2
〉
= −2ηr. (12)

Здесь r ≪ k−1f . Отметим противоположные знаки
в правых частях уравнений (11), (12), отражающие
противоположные направления потоков энергии и
энстрофии.

Основываясь на соотношении (11), можно сфор-
мулировать следующую оценку для разности скоро-
стей в области обратного каскада:

|v(r1)− v(r2)| ∼ (ǫr)1/3, (13)

где r = |r1 − r2|. Справедливость оценки (13) под-
тверждается лабораторным экспериментом и чис-
ленным моделированием [9,10]. В этом состоит отли-
чие двумерной турбулентности от трехмерной, где
наблюдается аномальный скейлинг [12]. Для прямо-
го каскада оценка разности скоростей, основанная
на соотношении (12), выглядит следующим образом:

|v(r1)− v(r2)| ∼ (ǫk2f )
1/3r. (14)

Оценка (14) справедлива с точностью до логариф-
мических поправок [13, 14].

Сравнивая нелинейный член и член с трением о
дно в уравнении (1), мы находим из соотношения
(13), что каскад энергии завершается на масштабе
порядка Lα,

Lα = ǫ1/2α−3/2. (15)

Аналогично, сравнивая нелинейный член и «вяз-
кий» член в уравнении (1) и используя оценку (14),
мы приходим к выводу, что каскад энстрофии за-
вершается из-за вязкости на масштабе порядка Lν,

Lν = ν1/2η−1/6 ∼ ν1/2(ǫk2f )
−1/6. (16)

8 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Неравенства βα ≫ 1 и βν ≫ 1 эквивалентны нера-
венствам kfLα ≫ 1 и kfLν ≪ 1. Таким образом,
существуют области выше и ниже длины накачки
k−1f , где реализуются обратный и прямой каскады.

В соответствии с оценками (11), (12) градиент
скорости не зависит от масштаба в прямом каскаде и
уменьшается по мере увеличения масштаба в обрат-
ном каскаде. Кроме того, флуктуации скорости уве-
личиваются по мере увеличения масштаба в обрат-
ном каскаде. Вот почему в энергетическом балансе
(9) второй член в правой части пренебрежимо мал,
что объясняется условием kfLα ≫ 1. Другими сло-
вами, энергия диссипирует главным образом за счет
трения о дно на масштабе Lα. И наоборот, энстро-
фия диссипирует главным образом за счет вязкости
на малом масштабе Lν. Следовательно, первый член
в правой части уравнения (10) пренебрежимо мал,
это объясняется условием kfLν ≪ 1.

Сформулируем критерии применимости соотно-
шений, приведенных в этом разделе. Мы установи-
ли, что турбулентные пульсации имеют масштабы
между Lα и Lν . Таким образом, для применимости
картины неограниченной системы размер ячейки L

должен быть намного больше максимального раз-
мера флуктуаций течения Lα (15), L ≫ Lα. При
этом толщина пленки h должна быть намного мень-
ше вязкой длины Lν (16), h≪ Lν .

4. КОГЕРЕНТНЫЙ ВИХРЬ

Теперь мы обратимся к случаю больших значе-
ний Lα, Lα ≫ L. Это условие может быть достиг-
нуто, скажем, за счет увеличения мощности силы ǫ,
см. выражение (15). Кроме того, мы предполагаем,
что размер ячейки L намного больше длины накач-
ки, kfL ≫ 1. Тогда есть место для обратного кас-
када, передающего энергию от длины накачки k−1f
на масштаб L. Однако обратный каскад существен-
но деформирован в случае Lα ≫ L по сравнению с
неограниченной системой.

Поскольку энергия, производимая силой накач-
ки, не может поступать на масштабы, превыша-
ющих L, поток энергии там останавливается и
энергия накапливается до тех пор, пока поступа-
ющий поток энергии не будет компенсирован тре-
нием о дно. Таким образом, мы приходим к оценке
v ∼

√
ǫ/α для флуктуаций скорости на масштабе L,

следующей из баланса энергии (9). Величина
√
ǫ/α

много больше, чем колмогоровская оценка (ǫL)1/3

(13), поскольку такая амплитуда скорости характер-

на для масштаба Lα для неограниченной системы,
и Lα ≫ L.

Крупномасштабные флуктуации могут быть ха-
отичными, тогда мы имеем дело со случайным круп-
номасштабным движением [20]. Однако при некото-
рых условиях возникают когерентные вихри, пред-
ставляющие собой долгоживущие структуры разме-
ром порядка размера ячейки L. Такие когерентные
вихри наблюдались как в лабораторных экспери-
ментах [16, 17], так и при численном моделирова-
нии [22,24,33]. Когерентный вихрь обладает хорошо
определенным профилем средней скорости, опреде-
ленным в системе отсчета, связанной с центром вих-
ря. Обратим внимание на то, что центр вихря дви-
жется с некоторой случайной скоростью.

Основываясь на экспериментальных и числен-
ных результатах, можно утверждать, что вихрь в
среднем изотропен. Другими словами, мы имеем де-
ло с дифференциальным вращением, описываемым
полярной скоростью U(r), где r — расстояние меж-
ду точкой наблюдения и центром вихря. Средняя
завихренность когерентного вихря Ω = ∂rU + U/r

также является функцией расстояния r. Величина
Ω(r) максимальна в центре когерентного вихря.

Уравнение для U может быть получено из базо-
вого уравнения (1), где необходимо разделить сред-
ний поток и флуктуации на его фоне. Ниже мы обо-
значаем как v скорость флуктуаций, в отличие от
предыдущих разделов. Взяв полярную составляю-
щую уравнения (1) и усреднив ее по времени, можно
найти

αU = −
(
∂r +

2

r

)
〈vrvϕ〉+

+ ν

(
∂2r +

1

r
∂r −

1

r2

)
U, (17)

где vr и vϕ — радиальная и полярная составляющие
флуктуаций скорости. При выводе уравнения (17)
мы предположили, что средняя сила накачки равна
нулю. Среднее значение 〈vrvϕ〉 в уравнении (17) —
это не что иное, как недиагональная составляющая
тензора напряжений Рейнольдса [34].

Вязкий член в уравнении (17) существенен в об-
ласти вблизи центра вихря, размер которой можно
оценить как

√
ν/α. Внутри этой области, в ядре вих-

ря, доминирует вязкий член, приводящий к твердо-
тельному вращению U ∝ r: такая зависимость об-
нуляет вязкий член в уравнении (17). Вне ядра вяз-
кий член в уравнении (17) пренебрежимо мал. Тогда
средний профиль U определяется балансом между
трением о дно и силой, связанной с тензором напря-
жений Рейнольдса, генерируемым флуктуациями.

114



ЖЭТФ, том 166, вып. 1 (7), 2024 Двумерная турбулентность в ограниченной ячейке

Разделяя в уравнении (1) среднее течение и
флуктуации, можно получить следующее уравнение
для флуктуирующей скорости

∂tvλ + ⌊(v · ∇)vλ⌋+ ∂λp+

+
U

r
∂ϕvλ −

U

r
ελµvµ − vrΣ

ελµrµ
r

=

= −αvλ + ν∇2vλ + fλ, (18)

где ⌊A⌋ = A− 〈A〉, ελµ — двумерный антисиммет-
ричный символ Леви-Чивиты и

Σ = r∂r(U/r) = ∂rU − U/r. (19)

Величина (19) является локальной скоростью сдвига
среднего течения. Теперь давление p удовлетворяет
уравнению

∇2p = −∂λ∂µ⌊vµvλ⌋+

+
2

r
[U̟ +Σ(vϕ − ∂ϕvr)] (20)

вместо уравнения (2). Здесь ̟ = curlv — флуктуи-
рующая составляющая завихренности.

Выведем аналог энергетического баланса (9) для
внутренней части вихря. Умножая уравнение (18) на
v и усредняя, получаем

1

r
∂r
[
r〈vr(p+ v2/2)〉

]
+Σ〈vrvϕ〉 =

= ǫ− α〈v2〉+ ν〈v · ∇2v〉. (21)

Отметим, что соотношение (21) корректно даже для
неоднородного воздействия, поскольку из-за слу-
чайных движений вихря неоднородность эффектив-
но усредняется. Поэтому в этом случае ǫ в уравне-
нии (21) — это среднее значение по ячейке.

Уравнение для флуктуирующей составляющей
завихренности ̟ внутри когерентного вихря имеет
вид

∂t̟ +
U

r
∂ϕ̟ + vr∂rΩ+ ⌊(v · ∇)̟⌋ =

= −α̟ + ν∇2̟ + φ, (22)

где Ω = ∂rU + U/r — средняя завихренность и
φ = curl f , как и выше. Уравнение (22) может быть
получено действием curl на (18) или напрямую из
уравнения (4) разделением завихренности и скоро-
сти на среднюю и флуктуирующую компоненты.

Для расстояний r от центра вихря, значитель-
но превышающих характерные длины флуктуаций,
слагаемым, содержащим Ω в (22), можно прене-
бречь. Переходя в систему отсчета, вращающуюся с

угловой скоростью U(R)/R, для расстояний r, близ-
ких к R, из (22) получим

∂t̟ +
Σ(R)

R
(r −R)∂ϕ̟ + ⌊(v · ∇)̟⌋ =

= −α̟ + ν∇2̟ + φ. (23)

Таким образом, влияние среднего течения на флук-
туации сводится к их взаимодействию с эффектив-
ным сдвиговым потоком.

5. ФЛУКТУАЦИИ ВНУТРИ КОГЕРЕНТНОГО
ВИХРЯ: КВАЗИЛИНЕЙНЫЙ РЕЖИМ

Среднее вихревое течение подавляет флуктуа-
ции внутри когерентного вихря. Это приводит к
уменьшению нелинейного взаимодействия флукту-
аций. Мы рассматриваем расстояния r, удовлетво-
ряющие условию kf r ≫ 1. Тогда флуктуации мож-
но рассматривать как живущие в сдвиговом потоке
со скоростью сдвига (19). Как было продемонстри-
ровано в работах [35–37], эффект подавления суще-
ственен, если

Σ ≫ νk2f , Σ2 ≫ α3/(νk2f ). (24)

Условия (24) означают, что флуктуации размера
k−1f , создаваемые силой накачки, существенно де-
формируются сдвиговым потоком, прежде чем они
затухнут за счет диссипации (вязкости и трения
о дно).

Анализ поправок к корреляционным функциям
флуктуаций завихренности [35, 37] показывает, что
параметром, определяющим силу взаимодействия
флуктуаций, является

β =
ǫ

νΣ2
(25)

при условиях (24). Взаимодействие флуктуаций сла-
бо при условии, что β мало. Обратим внимание на
то, что коэффициент трения о дно α не входит в
выражение для константы взаимодействия β (25),
хотя α фигурирует в условиях (24). Параметр (25)
может быть представлен как отношение величин
ǫ/(νk2f ) и Σ2k2f . В этом отношении числитель — не
что иное, как квадрат типичной скорости, произво-
димой накачкой при наличии вязкости, а знамена-
тель — квадрат разности скоростей на масштабе на-
качки, производимой сдвиговым течением с темпом
сдвига Σ.

Если взаимодействие флуктуаций слабо, то мож-
но пренебречь нелинейным членом в уравнении (23).
В результате получится линейное уравнение для

115
8*



И. В. Колоколов, В. В. Лебедев ЖЭТФ, том 166, вып. 1 (7), 2024

флуктуационной завихренности̟. В литературе та-
кая ситуация называется квазилинейной. В квази-
линейном приближении можно последовательно вы-
числять корреляционные функции ̟, выражая ̟

через φ и проводя усреднение, используя заданную
статистику накачки φ [26–29, 38]. Далее можно вос-
становить корреляционные функции поля скорости.
Поправки к корреляционным функциям, возникаю-
щие за счет нелинейного взаимодействия флуктуа-
ций, изучены в работах [36, 37].

Поскольку нелинейное взаимодействие флуктуа-
ций не играет роли в квазилинейном режиме, пря-
мой и обратный каскады внутри когерентного вихря
отсутствуют. Масштаб флуктуаций течения, созда-
ваемых силой накачки, может быть оценен как k−1f
в радиальном направлении. Однако их характерный
размер в угловом направлении намного больше, по-
скольку среднее течение растягивает флуктуации
в угловом направлении. Степень растяжения зави-
сит от времени жизни флуктуаций. Скажем, парная
корреляционная функция завихренности формиру-
ется за время

τ⋆ =
(
Σ2νk2f

)−1/3
. (26)

Следовательно, характерный угловой размер флук-
туаций равен

Στ⋆k
−1
f =

(
Σ

νk2f

)1/3

k−1f . (27)

Этот размер намного больше радиального размера
благодаря первому условию в (24).

Один из результатов вычислений в квазилиней-
ном приближении касается корреляционной функ-
ции 〈vrvϕ〉, фигурирующей в уравнении (17). Как
было продемонстрировано в работах [26, 27],

〈vrvϕ〉 = ǫ/Σ. (28)

Подставляя выражение (28) в уравнение (17), мы на-
ходим замкнутое уравнение для средней скорости U ,
поскольку Σ выражается через U в соответствии с
уравнением (19). За пределами «вязкого» ядра, где
членом с вязкостью в уравнении (17) можно прене-
бречь, мы находим решение уравнения

U =
√
3ǫ/α, (29)

не зависящее от r. Плоский профиль скорости (29)
наблюдался при численном моделировании [22], где
соблюдался квазилинейный режим. Обратим внима-
ние на то, что выражение (29) соответствует оценке
(ǫ/α)1/2 для крупномасштабных флуктуаций, най-
денных в разд. 4.

Вычисляя среднюю завихренность Ω, соответ-
ствующую плоскому профилю скорости (29), мы на-
ходим

Ω =
√
3ǫ/α r−1.

Таким образом, завихренность растет по мере
уменьшения r и при малых r становится намного
больше, чем типичная завихренность крупно-
масштабных флуктуаций. Можно сказать, что
когерентные вихри аккумулируют завихренность.
Закон Ω ∝ r−1 работает вплоть до вязкого ядра,
где Ω насыщается.

Соотношение (28) можно объяснить, основыва-
ясь на энергетическом балансе (21). Основной вклад
в среднее 〈vrvϕ〉 связан с флуктуациями радиаль-
ных масштабов порядка длины накачки. Поэтому
∇2 в уравнении (20) оценивается, как k2f . Следова-
тельно, давление p мало при условии kfr ≫ 1, и им
можно пренебречь в уравнении (21). Членом, про-
порциональным vrv

2, в уравнении (21) также мож-
но пренебречь, поскольку он имеет третий порядок
по v и поэтому мал в квазилинейном режиме. Вне
вязкого ядра можно пренебречь вязким членом в
уравнении (21). Поскольку флуктуации слабы, мож-
но пренебречь членом с α в уравнении (21). Таким
образом, мы приходим к соотношению (28).

В соответствии с уравнением (19) темп сдвига,
соответствующий скорости (29), равен

Σ = −
√
3ǫ/α

r
. (30)

Подставляя (30) в уравнение (25), получаем

β =
αr2

3ν
. (31)

Условие малости такой величины β совместимо с
неравенством kfr ≫ 1 только в том случае, если
α ≪ νk2f . Неравенство не может быть достигну-
то в тонких пленках жидкости (см. разд. 2), однако
оно достижимо для свободно подвешенных мыль-
ных или смектических пленок. Нет проблем с вы-
полнением неравенства α ≪ νk2f при численном мо-
делировании. Неравенство было выполнено при чис-
ленном моделировании, описанном в работе [22].

6. ФЛУКТУАЦИИ ВНУТРИ КОГЕРЕНТНОГО
ВИХРЯ: СИЛЬНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

Здесь мы рассмотрим случай, когда константа
взаимодействия β (25) велика. Тогда нелинейное
взаимодействие флуктуаций течения внутри коге-
рентного вихря становится существенным. Обратим
внимание на то, что в соответствии с выражением
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(31) константа взаимодействия β растет по мере уве-
личения r. Поэтому можно столкнуться с ситуацией,
когда оба режима (квазилинейный и режим силь-
ного взаимодействия) сосуществуют внутри одного
когерентного вихря.

Поскольку взаимодействие флуктуаций стано-
вится существенным для больших β, прямой и об-
ратный каскады восстанавливаются, в отличие от
квазилинейного режима. Однако корреляционные
функции скорости и завихренности, характерные
для этих каскадов, могут быть анизотропными в
некоторой области масштабов. Это является пря-
мым следствием растяжения флуктуаций потока
в угловом направлении за счет среднего течения
вихря.

Рассмотрим обратный каскад внутри вихря и
распространим подход Колмогорова [31, 32] на этот
случай. Как следует из уравнения (23), эффектив-
ное сдвиговое течение выпадает из рассмотрения
при r1 = r2 = r. Таким образом, мы приходим к
оценке для полярной скорости

vϕ(r, ϕ1)− vϕ(r, ϕ2) ∼ (ǫr|ϕ1 − ϕ2|)1/3, (32)

формально совпадающей с оценкой в изотропной си-
туации (13).

Сравнивая сдвиговый параметр Σ с нелинейным
темпом r−1∂ϕvϕ, мы находим, используя выражение
(32), следующую длину

Lan = ǫ1/2Σ−3/2, (33)

разделяющую изотропный и анизотропный режи-
мы. Для масштабов меньше, чем Lan, средний сдви-
говый поток не играет роли и реализуется стан-
дартный изотропный обратный каскад, тогда как
для масштабов больше, чем Lan, становится суще-
ственным средний сдвиговый поток. Таким образом,
для масштабов, превышающих Lan, обратный кас-
кад становится анизотропным. Если kfLan < 1, то
обратный каскад анизотропен на всех масштабах,
превышающих длину накачки.

Установим характер этой анизотропии. С этой
целью сравним в уравнении (23) слагаемое с Σ

и нелинейный член. В результате мы найдем для
структурной функции второго порядка соотношение
вида

〈[vϕ(r1, ϕ1)−vϕ(r2, ϕ2)]
2〉 = [ǫr(ϕ1−ϕ2)]

2/3g(ξ), (34)

где r = r1/2 + r2/2 и g — некоторая безразмерная
функция автомодельной переменной ξ:

ξ = Σ(r1 − r2)[ǫr(ϕ1 − ϕ2)]
−1/3. (35)

Аналогичным образом могут быть выражены
структурные функции высших порядков для
компоненты vϕ.

Условие несжимаемости ∇v = 0 приводит к вы-
воду, что ∆r∆vϕ ∼ r∆ϕ∆vr , где ∆r, ∆ϕ, ∆vr обо-
значают разности, фигурирующие в (34), (35). За-
метим, что для значений автомодельной переменной
ξ ∼ 1 вариации компонент скорости удовлетворяют
неравенству ∆vr ≪ ∆vϕ, поскольку ∆r ≫ Lan. При-
веденные соображения позволяют установить соот-
ношения подобия для произвольных корреляцион-
ных функций, содержащих вариации обеих компо-
нент, vϕ и vr.

Обратим внимание на то, что при ξ ∼ 1

∆r

r∆ϕ
∼
(
Lan
r∆ϕ

)2/3

. (36)

Величина (36) мала для области анизотропного об-
ратного каскада, где r∆ϕ≫ Lan. Другими словами,
характерное расстояние в угловом направлении ока-
зывается намного большим, чем в радиальном, как
и ожидалось.

Анизотропный скейлинг (34) имеет место до тех
пор, пока |ϕ1 − ϕ2| ≪ 1. Если эта разность стано-
вится порядка единицы, то условие ξ ∼ 1 приводит
к соотношению

∆r ∼ r1/3L2/3
an ≪ r. (37)

Если ∆r значительно превышает оценку (37), то
слагаемое с Σ в уравнении (23) доминирует над
нелинейным членом и мы приходим к квазилинейно-
му режиму, в котором энергетический каскад отсут-
ствует. Полученные ранее результаты, касающиеся
этого режима [36, 37], см. также разд. 5, позволяют
заключить, что (37) является корреляционной дли-
ной флуктуаций в радиальном направлении. Таким
образом, наибольшие значения флуктуаций скоро-
сти на расстоянии r от центра вихря могут быть
оценены как

vϕ ∼ (ǫr)1/3, vr ∼
L
2/3
an

r2/3
(ǫr)1/3 (38)

в соответствии с (37) и (34).
Теперь мы возвращаемся к энергетическому ба-

лансу (21). Как следует из соотношения (20), пер-
вый вклад в давление p может быть оценен как v2,
где v — наибольшее значение флуктуации скорости
при данном r, определенное в (37). Второй вклад
в p, описываемый последними двумя слагаемыми в
правой части выражения (20), мал вследствие то-
го, что лапласиан в этом случае оценивается как
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(∆r)−2, где ∆r определено в (37). Большая величи-
на лапласиана означает малость соответствующего
вклада в давление p. Таким образом, в энергетиче-
ском балансе (21)

vr

(
p+

v2

2

)
∼ L

2/3
an

r2/3
ǫr. (39)

Производная ∂r в слагаемом с давлением в (21) мо-
жет быть оценена как r−1, так что это слагаемое
содержит малый множитель (Lan/r)

2/3 при ǫ и, сле-
довательно, рассматриваемым членом можно прене-
бречь.

Таким образом, мы приходим к тому же соотно-
шению (28) и, следовательно, к тому же плоскому
профилю скорости (29), что и в квазилинейном при-
ближении. Профиль реализуется при условии нали-
чия анизотропной области обратного каскада. Об-
ратим внимание на то, что для плоского профиля
скорости

L2
an ∼ r3/L2

α ≪ r. (40)

Следовательно, выражение (29) для средней скоро-
сти является самосогласованным.

Теперь несколько слов о прямом каскаде (кас-
каде энстрофии). Если kfLan ≫ 1, то прямой кас-
кад имеет такой же характер, как и в неограничен-
ной системе, см. разд. 3. В противоположном случае,
при kfLan ≪ 1, прямой каскад анизотропен. Нера-
венство эквивалентно условию Σ3 ≫ η. Как и для
обратного каскада, корреляционные функции име-
ют свои характерные значения для r∆ϕ ≫ ∆r. В
этой области ̟ = −∂rvϕ. Сравнивая затем слагае-
мое с Σ и нелинейный член в уравнении (23), мы
находим оценки

̟ ∼ Σ, vϕ ∼ Σ∆r. (41)

Как и в неограниченной системе, характерное зна-
чение ̟ не зависит от масштаба.

Распространяя аргументы Колмогорова и
Крайчнана [6–8] на анизотропный прямой каскад,
мы приходим к соотношению

〈∆vϕ̟̟〉 ∼ ηr∆ϕ (42)

для ∆r = 0. Подставляя (41) в (42), находим авто-
модельную переменную для прямого каскада,

(Σ3∆r)/(ηr∆ϕ), (43)

определяющую корреляционные функции в этой об-
ласти масштабов.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Двумерная турбулентность в некотором смысле
более богата, чем трехмерная. Существуют два кас-
када (энергии и энстрофии), приводящие к обра-
зованию большого диапазона масштабов турбулент-
ных пульсаций. Как следствие энергетического кас-
када, в ограниченной ячейке могут возникать коге-
рентные вихри. Мы рассмотрели различные режи-
мы флуктуаций потока в когерентном вихре, кото-
рые могут быть квазилинейными или нелинейными.
В последнем случае следует ожидать анизотропный
скейлинг.

Теоретические результаты, представленные в
статье, в основном подтверждаются лабораторными
экспериментами с тонкими пленками жидкости и
численным моделированием. Однако теоретические
результаты, касающиеся анизотропного скейлинга
в нелинейном режиме, ожидают своего подтвер-
ждения. В настоящее время проводится численное
моделирование для проверки наших предсказаний.
Мы также думаем об экспериментальной проверке.

Мы рассмотрели простейшую модель, в которой
и ячейка, в которой возбуждается турбулентность,
и сила накачки однородны. Мы полагаем, что эта
модель демонстрирует все качественные характе-
ристики двумерной турбулентности. Однако можно
расширить модель, включив в нее неоднородность
ячейки и силы накачки. Результаты такой модели
можно более детально сравнивать с гидродинами-
ческими процессами в окружающей среде.

Следует отметить такое явление, как геострофи-
ческие вихри, генерируемые в относительно быстро
вращающейся жидкости и играющие существенную
роль в геофизике [5]. Геострофические вихри могут
быть описаны в терминах эффективного двумерно-
го потока, управляемого двумерными уравнениями
гидродинамики [39]. Было бы интересно расширить
наши результаты, касающиеся анизотропного скей-
линга, на геострофические вихри.

Другим возможным направлением расширения
нашей теоретической схемы является переход к
неньютоновским жидкостям. В частности, можно
подумать о растворах полимеров. Эффекты, вы-
званные упругой степенью свободы, связанной с по-
лимерами, могут привести к такому замечательному
явлению, как эластическая турбулентность [40]. Бы-
ло бы интересно изучить особенности эластической
турбулентности в тонких пленках жидкости.
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