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Длинная цепочка бозе-конденсатов, высвобожденная из оптической решетки, свободно разлетается и ин-

терферирует. Интерференционные полосы ясно различимы как при равных фазах конденсатов, так и в

случае флуктуирующих фаз, вплоть до полного рассогласования фаз соседних конденсатов. В последнем

случае положение полос также флуктуирует. Спектр пространственного распределения плотности, одна-

ко, воспроизводится, несмотря на флуктуации. Более того, в спектре ясно различимы два типа пиков.

Один тип связан с флуктуациями фаз конденсатов, другой — с когерентностью между конденсатами.

В рамках уравнения Питаевского – Гросса рассчитана интерференция цепочки конденсатов и проведено

сравнение с экспериментом [Phys. Rev. Lett. 122, 090403 (2019)]. Воспроизведено положение пиков в

спектре, в том числе зависимость от межчастичного взаимодействия. Расчетные высоты пиков, однако,

в ряде случаев отличаются от измеренных.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 130-летию П. Л. Капицы
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1. ВВЕДЕНИЕ

В традиционной оптике дифракция и интерфе-
ренция возникают при прохождении света через
структуру из вещества, например через дифракци-
онную решетку. В атомной физике вещество и свет
поменялись местами — наблюдается интерференция
волн де Бройля, а начальное условие создается све-
том. Идейная основа для такой смены была заложе-
на Капицей и Дираком, предсказавшими дифрак-
цию электронов на стоячей световой волне [1]. Для
атомов рассчитано, что короткое воздействие стоя-
чей световой волны близкой к резонансу создает пе-
риодическую модуляцию волновой функции в про-
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странстве [2]. Дифракция волн де Бройля атомов,
возникающая вследствие такой модуляции, наблю-
далась [3], часто используется и традиционно име-
нуется дифракцией Капицы–Дирака.

Эффект Телбота [4] служит примером сходства
между интерференцией света и волн де Бройля. В
оптике эффект состоит в самоотображении длин-
ной цепочки когерентных источников на определен-
ном, не очень большом расстоянии. Подобное са-
моотображение обнаружено во многих системах —
для акустических волн [5, 6], плазмонов [7], спино-
вых волн [8], поляритонов [9], волн де Бройля элек-
тронов [10, 11] и атомов [12]. В квантовой системе
необходимое условие самоотображения — периодич-
ность волновой функции ψ(z+d) = ψ(z) или ее ана-
лога. Для атомов и молекул эффект Телбота может
возникать как частный случай дифракции Капицы–
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Рис. 1. a — Бозе-эйнштейновские конденсаты (BECs) в оптической решетке непосредственно перед ее отключением,

началом разлета и интерференции. Конденсаты показаны темно-красным, а интенсивность стоячей оптической волны —

светло-сиреневым. b — Начальная волновая функция конденсатов — модуль периодичен, а разности фаз соседей в общем

случае произвольны

Дирака [13–15]. Для появления начальной модуля-
ции ψ(z) атомам не обязательно пролетать поперек
стоячей волны. Можно оставить атомы почти непо-
движными и на короткое время включить свет. Са-
моотображение ψ(z) возникнет в том же месте спу-
стя время Телбота Td = md2/(π~), где m — масса
частицы.

Смена ролей света и материи в интерференции
позволила расширить представление об эффекте
Телбота. В качестве начального условия рассмотрим
цепочку бозе-конденсатов, приготовленных в опти-
ческой решетке, в пучностях нерезонансной стоя-
чей световой волны, как показано на рис. 1a. В мо-
мент времени t = 0 свет отключается, и конденса-
ты интерферируют в свободном пространстве. Ес-
ли конденсаты когерентны друг с другом, то при
t = Td происходит самовосстановление исходной це-
почки конденсатов, т. е. наблюдается эффект Телбо-
та [16,17]. Когерентность между конденсатами мож-
но снижать, увеличивая глубину решетки или тем-
пературу [17, 18], при этом сохраняя когерентность
внутри каждого конденсата. Полосы от интерферен-
ции конденсатов остаются ясно различимы вплоть
до полного разупорядочения фаз соседних конден-
сатов. В последнем случае положение и яркость по-
лос и расстояние между полосами флуктуируют от
одного повторения эксперимента к другому. Спектр
пространственного распределения плотности, одна-
ко, воспроизводим, несмотря на флуктуации, и со-
стоит из эквидистантных пиков, что указывает на
пространственный порядок, хотя и с периодом от-
личным от начального d [17]. В классической оп-
тике подобный порядок в интерференции цепочки
с флуктуирующими фазами элементов не наблю-
дался. Если когерентность между конденсатами ча-
стичная, то в спектре ясно различимы два типа пи-

ков. Один тип возникает из-за флуктуаций фаз кон-
денсатов, а другой вызван когерентностью между
конденсатами и повторяет спектр, наблюдаемый в
эффекте Телбота [17, 19].

В данной работе моделируется интерференция
длинной цепочки бозе-конденсатов, происходящая
после резкого отключения оптической решетки, в
которой были приготовлены бозе-конденсаты. Ин-
терференция рассчитана для произвольной коге-
рентности между конденсатами. Модель основана
на уравнении Питаевского – Гросса [20, 21]. Прове-
дено сравнение с экспериментом [17]. Количествен-
но воспроизведено положение пиков в спектре, в
том числе сдвиг пиков, связанный с межчастичны-
ми взаимодействиями. Амплитуды пиков, однако, в
ряде случаев отличаются от измеренных.

В разд. 2 описана модель и приближения. В
разд. 3 обсуждаются общие свойства интерферен-
ционных полос и их пространственного спектра. В
разд. 4 результаты моделирования сравниваются с
экспериментом [17].

2. МОДЕЛЬ И НАЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ

Модель и начальные условия подберем так, что-
бы они подходили к условиям эксперимента [17], где
цепочка конденсатов приготовлена из газа молекул-
бозонов 6Li2. Конденсаты исходно удерживались в
оптической решетке (рис. 1a) с потенциалом

Vs(r) = sErec

(
1− e

− 2mErecρ2

(~λ)2 cos2
(πz
d

))
, (1)

где s – безразмерная глубина решетки, λ = 27.4 —
параметр анизотропии дископодобных микро-
ловушек, m — масса бозона, ρ ≡

√
x2 + y2,

Erec = ~
2π2/(2md2) — энергия фотонной отдачи
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решетки. Разложение потенциала (1) до квадра-
тичных по координате слагаемых дает частоты
микроловушек ωz = 2

√
sErec/~ и ω⊥ = ωz/λ.

Необходим учет межчастичных взаимодействий,
поскольку в эксперименте часть пиков в спектре бы-
ла сдвинута относительно расчета для невзаимодей-
ствующих частиц. Учтем s-взаимодействия между
бозонами и опишем динамику уравнением Питаев-
ского – Гросса [20,21] для волновой функции конден-
сата Ψ(r, t):

i~
∂Ψ

∂t
= − ~

2

2m
∇2Ψ+ g |Ψ|2 Ψ, (2)

где g ≡ 4π~2a/m, a — длина s-рассеяния бозонов.
Уравнение применимо, поскольку взаимодействия
невелики — n

1/3
maxa . 0.1, где nmax — концентрация

в центре одного облака.
При выборе начального условия Ψ(r, t = 0) вос-

пользуемся тем, что решетка достаточно глубокая и
конденсаты не перекрываются. В характерных усло-
виях эксперимента µ/(~ωz) = 0.3, где µ — химиче-
ский потенциал бозонов, отсчитываемый от ~ωz/2.
Таким образом, газ близок к кинематически двумер-
ному — бозоны в основном населяют нижнее состо-
яние гармонического осциллятора вдоль z. Поэтому
Ψ(r, 0) представима в виде произведения продоль-
ной и радиальной частей: Ψ(r) = ψ(z, 0)χ(ρ, 0).

Продольную часть ψ(z, 0) выберем в виде суммы
гауссовых функций с собственными фазами, как по-
казано на рис. 1 b:

ψ(z, t = 0) =
N

1/2
0

(2π)1/4σ1/2

K∑

j=1

e−
(z−jd)2

4σ2 eiϕj , (3)

где N0 — число бозонов в одном конденсате, K —
число конденсатов в цепочке. Гауссова форма следу-
ет из близости к двумерности, а наличие собствен-
ных фаз ϕj — из локализации. Разности фаз сосед-
них конденсатов ϕj − ϕj+1 будем считать случай-
ными величинами с нормальным распределением.
В этом случае корреляция фаз спадает экспоненци-
ально, как при тепловых флуктуациях [22]:

〈cos(ϕj − ϕl)〉 = α|j−l|,

где

α = 〈cos(ϕj − ϕj+1)〉 ≃ cos(ϕj − ϕj+1)

— фактор когерентности, 〈...〉 — усреднение по по-
вторениям эксперимента или по расчетам со случай-
ными наборами фаз {ϕj}, обладающими одинако-
вым разбросом, а чертой обозначено усреднение по
элементам цепочки.

Для радиальной части χ(ρ, 0) справедли-
во приближение Томаса – Ферми, поскольку
µ/(~ω⊥) ≃ 9 ≫ 1:

χ(ρ, t = 0) =
1

RTF

√
2

π

(
1− ρ2

R2
TF

)
(4)

в пределах радиуса Томаса–Ферми, ρ < RTF , и 0
при ρ > RTF ,

RTF = 2l⊥

(
2N0a√
πσ

)1/4

,

где l⊥ =
√
~/(2mω⊥) — размер радиального осцил-

лятора.
Радиальный и аксиальный размеры, RTF и σ,

взаимосвязаны. Учтем, что σ может быть боль-
ше среднеквадратичного размера осциллятора
lz =

√
~/(2mωz) из-за взаимодействий, и вычислим

RTF и σ самосогласованно. Для этого подставим
Ψ(r, 0) = ψ(z, 0)χ(ρ, 0) в функционал энергии
Питаевского – Гросса
∫ (

~
2

2m
|∇Ψ|2 + m(ω2

zz
2 + ω2

⊥ρ
2)

2
|Ψ|2 + g

2
|Ψ|4

)
d3r

(5)
и минимизируем его по σ. Условие минимума

(
σ

lz

)4

− (8al3zN0)
1/2

3π1/4l2⊥

(
σ

lz

)3/2

− 1 = 0 (6)

приводит к величине σ/lz = 1.3–1.5 для условий экс-
перимента [17].

Вследствие сильной анизотропии конден-
сатов разлет в радиальном направлении идет
намного медленнее, чем в аксиальном, пре-
небрежем радиальным разлетом. Подстановка
Ψ(r, t) = ψ(z, t)χ(ρ, t = 0) в уравнение (2) с последу-
ющим усреднением по радиальной координате дает
уравнение для ψ(z, t):

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m

∂2ψ

∂z2
+

4π1/4

3

(
2aσ

N0

)1/2

~ω⊥|ψ|2ψ. (7)

Уравнение (7), начальное условие (3) и уравнение
для толщины конденсата (6) составляют модель, ко-
торая далее используется в расчетах. Цель моде-
лирования — вычисление столбцовой концентрации
n2(x, z) в момент времени t, поскольку эта величи-
на измерима в эксперименте и прямо показывает ре-
зультат интерференции. Искомая величина получа-
ется интегрированием локальной концентрации

n(r) = |Ψ(r)|2 : n2(x, z) =

∫
n(r)dy.
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Рис. 2. Расчетная столбцовая концентрация цепочки кон-

денсатов n2(x, z): в оптической решетке при t = 0 (a),

при t = Td для одинаковых начальных фаз конденсатов

(α = 1) (b), при t = Td для полностью разупорядоченных

начальных фаз (α = 0) (с)

3. ОБЩИЕ СВОЙСТВА
ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫХ ПОЛОС И ИХ

ПРОСТРАНСТВЕННОГО СПЕКТРА

Покажем следующие из модели общие свойства
интерференционных полос, образующихся в момент
времени t после резкого отключения оптической ре-
шетки при t = 0 и последующей эволюции конден-
сатов в свободном пространстве.

Без взаимодействия и для равных фаз началь-
ное распределение точно восстанавливается спустя
период Телбота Td: ψ(z, 0) = ψ(z, Td). Межчастич-
ные взаимодействия приводят к исчезновению точ-
ной временной периодичности ψ(z, t), однако при
t = Td профиль плотности все же близок к началь-
ному, что можно видеть на рис. 2a, b, где представ-
лены результаты расчета столбцовой концентрации
для t = 0 и Td.

Разупорядочивание начальных фаз конденсатов
{ϕj} качественно меняет положение интерференци-
онных полос, что видно на рис. 2c, где показан слу-
чай полного отсутствия когерентности (α = 0). Чет-
кие полосы сохраняются, хотя их положения зави-
сят от конкретных значений фаз и при повторениях
для нового набора {ϕj} не воспроизводятся.

Закономерность для случая разупорядоченых
фаз обнаруживается при анализе спектра интерфе-

ренционных полос

ñ1(k, t) =

∫
n1(z, t)e

−ikzdz, (8)

рассчитанного по распределению линейной концен-
трации

n1(z, t) =

∫
n2(x, z, t)dx.

В рамках модели

ñ1(k, t) =

∫
|ψ(z, t)|2e−ikzdz.

На рис. 3 представлены расчетные спектры
〈|ñ1(k, Td)|〉 для различных уровней корреляции
фаз конденсатов.

В расчете использованы характерные для экспе-
римента [17] параметры: N0 = 500, a = 1520 бор,
s = 20, K = 50, d = 5.3 мкм, которые в част-
ности дают σ = 1.36lz, а также выполнен расчет
для a = 0. Для подавления мелкомасштабного шу-
ма спектры усреднены по 800 повторениям. Во всех
случаях в спектре присутствуют пики, указывая на
пространственную упорядоченность интерференци-
онных полос.

При одинаковых фазах (α = 1) спектр состоит
из узких пиков при k = 2πl/d, l ∈ Z, что видно на
рис. 3 a. Для полностью разупорядоченных конден-
сатов (α = 0) и a = 0 ранее аналитически показано
[17], что спектр снова состоит из эквидистантных
пиков, которые, однако, шире и лежат при других
импульсах k = πlTd/(td). Здесь результат числен-
ного счета, показанный на рис. 3c черной кривой,
близок к аналитическому. Для частично разупоря-
доченных фаз спектр показан на рис. 3 b. Сочетают-
ся два типа спектра — узкие пики, отвечающие эф-
фекту Телбота, и широкие пики, возникающие из-за
флуктуации фаз. Относительный вклад этих двух
типов спектра можно использовать для измерения
фактора когерентности α.

Межчастичное взаимодействие по-разному воз-
действует на каждый из двух типов спектра, что
видно из сравнения черных и оранжевых кривых
на рис. 3. Положение узких пиков невосприимчиво
к среднему полю. Центры широких пиков сдвинуты
к меньшим импульсам из-за среднего поля.

4. СРАВНЕНИЕ С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

В эксперименте [17] методом теневой съемки
измеряется столбцовая концентрация газа n2(x, z).
Примеры показаны на рис. 4 а, c, повторяющие
рис. 2b и рис. 3 b из работы [17].

3 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Рис. 3. Усредненный модуль спектра интерференционных полос 〈|ñ1(k, Td)|〉 при t = Td для различной степени упоря-

доченности начальных фаз: a — α = 1, фазы одинаковы; b — α = 0.78, фазы частично упорядочены; c — α = 0, фазы

полностью разупорядочены. Показаны расчеты со взаимодействием (interacting) и без взаимодействия (no interaction)
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Рис. 4. a, c — Снимки интерференции из эксперимента [17] при t = Td и их спектры для цепочки бозе-конденсатов с

температурой T = 0.45TBEC2D и T = 0.62TBEC2D соответственно. b — Моделирование данных с рис. a. d, e — Моделиро-

вание данных с рис. c с использованием двух разных наборов фаз {ϕj} с одинаковым фактором когерентности α

Снимок может быть сделан в любой момент
t, что приводит к разрушению квантового состо-
яния. Новый снимок требует повторения экспери-
мента заново. На снимках на рис. 4 а, c, сделанных
при t = Td, интерференционные полосы параллель-
ны, что указывает на отсутствие флуктуаций фазы
внутри конденсатов и оправдывает введение в мо-
дельном распределении (3) единой фазы ϕj для j-го
микроконденсата. По распределениям n2(x, z) рас-
считаны спектры, также показанные на рис. 4а, c.
Уменьшение когерентности между соседними кон-
денсатами и переход от эффекта Телбота к выра-
женным проявлениям некогерентности в спектре до-

стигнут увеличением температуры T , которая отме-
чена на рисунках в единицах критической темпера-
туры двумерного бозе-газа TBEC2D = ~ω⊥

√
6N/π.

Температура найдена по радиальному распределе-
нию концентрации, измеренному при t = 0. Для
определения T/TBEC2D радиальное распределение
подогнано бимодальным профилем, что также дало
N0/N , где N — полное число частиц в одной диско-
подобной ловушке, включая неконденсированные.

Моделирование данных с рис. 4 а представлено
на 4 b, а данных с 4 c — на 4 d, e. В расчетах исполь-
зованы K = 50, s = 23.3, a = 1520 бор, d = 5.3

мкм, а также N0 = 463 для рис. 4c и N0 = 271
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Рис. 5. Спектры линейного распределения концентрации, получившегося после эволюции конденсатов в свободном про-

странстве в течение периода Телбота Td. Показаны результаты эксперимента [17] и расчета. Изменяемые параметры

показаны на графиках, «# of reps» — число повторений эксперимента. Расчеты усреднены по 200 наборам {ϕj}, грани-

цы сиреневой заливки соответствуют ± одному стандартному отклонению

для 4 d, e. Подстраиваемым параметром модели был
фактор когерентности α, а наборы {ϕj} для каждо-
го рисунка выбирались произвольно, лишь с услови-
ем cos(ϕj − ϕj+1) = α. Подбором α получено сход-
ство экспериментальных и расчетных спектров. При
этом для сходства спектров не требуется идентично-
го воспроизведения интерференционных полос.

Мелкомасштабный шум присутствует и на экс-
периментальных, и на расчетных спектрах рис. 4.

В случае разупорядоченных фаз шум мешает уста-
новить, связан ли острый пик при kd/(2π) = 1 с
эффектом Телбота или является шумовым выбро-
сом. Эта сложность видна при сравнении спектров
на рис. 4d и рис. 4e, рассчитанных для одинаковых
α, но разных конкретных наборов фаз {ϕj}. Мелко-
масштабный шум может быть подавлен усреднени-
ем по повторениям эксперимента или расчета, как
на рис. 3 и 5.
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Постепенный переход от интерференции с разу-
порядоченными фазами к эффекту Телбота можно
наблюдать по данным и расчетам, представленным
на рис. 5. Данные взяты с рис. 6 дополнительных ма-
териалов статьи [17]. Показан результат интерфе-
ренции при t = Td. И в данных, и при моделиро-
вании используется усреднение по повторениям экс-
перимента или расчета. На расчетных кривых ве-
личину мелкомасштабного шума можно видеть по
сиреневой заливке. Ее границы соответствуют ± од-
ному стандартному отклонению. Усреднение позво-
ляет верно идентифицировать пик, связанный с ин-
терференцией по Телботу, и использовать его для
подбора α. Фактор когерентности α зависит от тем-
пературы [22], что открывает возможность для тер-
мометрии, в том числе для температур существенно
меньших критической, которые не могут быть най-
дены бимодальной подгонкой [19, 23].

Переход между двумя режимами интерферен-
ции, показанный на рис. 5, достигнут плавным из-
менением глубины решетки s. Для глубин s ≤ 18.4

высота расчетного спектра очевидно превышает вы-
соту экспериментального. Причина различия не яс-
на. Можно отметить, что приближение Питаевско-
го – Гросса не учитывает обеднение конденсата из-за
взаимодействий. Кроме того, при уменьшении s ак-
сиальная волновая функция исходного конденсата
отходит от гауссова профиля (3).

Широкие пики в спектре, отвечающие флуктуа-
циям фаз, сдвинуты влево относительно положений,
предсказанных моделью без взаимодействий. В слу-
чае a = 0 центры пиков на рис. 4 и 5 должны были
бы находиться при kd/(2π) = 0.5 и 1.0. Модель на
основе уравнения Питаевского – Гросса хорошо вос-
производит сдвиг пиков. Важную роль для коли-
чественного сходства играет уширение конденсата,
задаваемое формулой (6). Без этого уширения при
σ = lz сдвиг в 2–3 раза меньше.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках уравнения Питаевского – Гросса рас-
считана интерференция длинной цепочки конден-
сатов. Получены два режима интерференции и их
комбинация. Сравнение спектра интерференцион-
ных полос с данными эксперимента показывает ко-
личественное согласие в положении и ширине пиков,
в том числе — согласие в среднеполевых сдвигах.
Касательно высот пиков есть рассогласование с ча-
стью данных.
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