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Проведено теоретическое рассмотрение высокочастотных микрофлуктуаций, формирующихся электрон-

ным током поперек магнитного поля. Получено уравнение Гинзбурга – Ландау с нелокальным членом для

описания динамики электронно-циклотронных дрейфовых флуктуаций. Определены пороги перехода в

турбулентный режим и границы, в которых может реализоваться режим турбулентности солитонов, в

зависимости от параметров этого уравнения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Многочисленные активные космические экспе-
рименты по выбросам скоростных или образуе-
мых взрывом плазменных облаков показали, что
на фронте плазменного облака образуется область
со значительным нагревом электронов, увеличени-
ем скорости ионизации и аномальным переносом,
когда поперечный транспорт электронов во мно-
го раз превышает уровень классической и бомов-
ской диффузии. Это явление в физике космиче-
ской плазмы имеет название CIV — явление кри-
тической скорости ионизации (см. обзор [1]). Актив-
ные ионосферные эксперименты основной своей за-
дачей часто видели исследование именно этого яв-
ления. В этих представлениях интерпретировались
экспериментальные данные, например, в экспери-
менте CRIT II [2, 3]. В свое время ряд участников
активного космического эксперимента CRIT II уви-
дели аналогию в этих процессах в космосе и лабора-
торной плазме магнетронов и холловских двигате-
лей и предприняли попытки более подробно иссле-
довать это явление в лабораторных условиях [4, 5].
Представляется разумным использовать обширный
экспериментальный материал и теоретические нара-
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ботки, сделанные в исследовании аномального пе-
реноса, нагрева и ионизации в лабораторной плазме
магнетронов и холловских двигателей применитель-
но к космической плазме.

Как правило, для объяснения переноса элек-
тронов в этих задачах привлекается одна из ги-
потез: электронно-циклотронные дрейфовые вол-
ны, неустойчивость Симона – Хопфа, нижнегибрид-
ная, модифицированная двухпотоковая или ионно-
звуковая неустойчивость. Основными факторами,
возбуждающими неустойчивость, считают градиен-
ты плотности, магнитного поля, температуры, дрей-
фовое движение и диссипацию. Как правило, в тео-
ретических рассмотрениях проводят четкую гра-
ницу между жидкостным рассмотрением низкоча-
стотных длинноволновых возмущений и кинетиче-
ским рассмотрением коротковолновых возмущений.
В кинетических рассмотрениях обычно плазма без-
диссипативна. Во многих случаях пытаются учесть
нелинейные эффекты. В том числе методом частиц
в ячейке были получены электронно-циклотронные
волновые структуры. В качестве нескольких приме-
ров нелинейных числовых моделей и расчетов мож-
но привести работы [6–8]. Ряд авторов связывают
аномальный перенос с существованием нелинейных
структур (например, [9]).

В ионосферных экспериментах концентрация
электронов в плазменных образованиях имеет
те же порядки величины (1010–1011 см−3). При
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этом электрическое и магнитное поля меньше на
2–3 порядка (≈ 0.5Гс и ∼ 1В/м соответственно).
Столь малые величины магнитного поля в ионо-
сфере (по сравнению с лабораторными) приводят
к значительному сдвигу частот части из этих
неустойчивостей. В результате для объяснения
высокочастотной турбулентности в ионосферных
экспериментах наиболее предпочтительной пред-
ставляется электронно-циклотронная дрейфовая
(ЭЦД) турбулентность. При этом нет заметного
отклонения функции распределения электронов от
максвелловской, вследствие значительно меньших
значений электрического поля. Скорость направ-
ленного дрейфа электронов много меньше тепловой
скорости электронов. Параметры задачи выходят
за пределы проведенного в работе [10] кинетиче-
ского рассмотрения. Это позволяет предположить
возможность жидкостного рассмотрения высоко-
частотной турбулентности с учетом диссипации.
Кроме того, геометрия разлетающейся плазмы, в
которой ионный ларморовский радиус сопоставим
с шириной плазменного фронта, а электронный
ларморовский радиус гораздо меньше, позволяет в
отличие от [11] использовать для построения нели-
нейных структур модели частично замагниченной
плазмы.

В настоящей работе предпринята попытка
построить модель мелкомасштабных, быстро дви-
жущихся высокочастотных нелинейных волновых
структур электронов, формирующихся в плазме
при наличии электронного дрейфа за счет электри-
ческого поля поперек магнитного (в E ×B-плазме).
В отличие от воспроизводимых условий лабо-
раторной плазмы, в ионосферных условиях при
рассмотрении динамики плазменных образова-
ний основными вопросами становятся параметры
плазмы, соответствующие различным режимам
мелкомасштабной турбулентности, условия и вре-
менные параметры ее развития и производимые
этой турбулентностью эффекты. Поэтому для
описания турбулентности на основе системы жид-
костных уравнений и уравнений Максвелла методом
разложения по малому параметру было получено
одномерное комплексное уравнение Гинзбурга –
Ландау (КГЛ) с дополнительным нелокальным
(интегральным) нелинейным членом, как наиболее
простая модель ЭЦД-турбулентности вблизи порога
ее возникновения. Исследованы границы перехода
к турбулентности. Получена область параметров
плазмы, соответствующая турбулентности солито-
нов, с которой, по мнению авторов, и связан режим
аномального переноса.

2. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ МОДЕЛИ

Для высокочастотных мелкомасштабных флук-
туаций плазму можно считать частично замагни-
ченной, так как масштабы флуктуаций много мень-
ше ларморовского радиуса ионов. Для лабораторной
плазмы ряд авторов связывает рост неустойчивости
с немаксвелловским распределением электронов по
скоростям, однако в приводимом в настоящей работе
рассмотрении принимается более простая модель ис-
кажения распределения в виде добавления скорости
дрейфа в максвелловское распределение. При этом
факторами, определяющими рост неустойчивости и
ее нелинейную стабилизацию, принимаются гради-
ент плотности плазмы и столкновения и диффузия
электронов.

В нашем рассмотрении использовалась система
жидкостных уравнений для движения электронов
в плоскости, перпендикулярной магнитному полю.
Не учитывается изменение температуры на масшта-
бе мелкомасштабной высокочастотной турбулентно-
сти, не учитывается тензор гировязкости (неприме-
нимый на таких масштабах). В то же время пред-
ставляется необходимым учесть электромагнитные
поправки, так как при фиксируемых в эксперименте
температурах электронов Te > 1 эВ чисто электро-
статических волн не существует.

Система уравнений предполагает колебательное
движение только электронов на фоне неподвижных
ионов. Дополнительный учет движения ионов при-
водит к учету пондеромоторной силы, вносящей по-
правку в нелинейный член. Дрейф электронов осу-
ществляется вдоль оси x со скоростью ud. Магнит-
ное поле направлено вдоль оси z. Ищется волновое
возмущение, распространяющееся вдоль направле-
ния дрейфа (оси x) перпендикулярно магнитному
полю. В систему уравнений входят

1) уравнения движения электронов по осям
x и y:

mene
dVe
dt

= ene

(
E+

1

c
H

)
−∇pe; (1)

уравнения непрерывности и Пуассона

∂ne
∂t

+∇(neVe) = −eD∇2ne,

∂Ex
∂x

= ni0 − ne;

(2)

2) два уравнения Максвелла, вводящие электро-
магнитные поправки:

rotH =
4π

c
j,

rotE = −1

c

∂H

∂t
.

(3)
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При квазиодномерном рассмотрении все величи-
ны зависят только от координаты x и времени t при
учете изменения скоростей электронов по осям x и
y, компонент магнитного поля Hz и электрического
поля Ex и Ey. Кроме того, предполагается неравно-
мерность вдоль оси x плотности электронного газа

γn =
∂ ln(ne(x))

∂x
.

В основе моделирования лежит разложение
по малому параметру системы уравнений в без-
размерном виде. Переменные нормированы на
соответствующие константы: время t — на обрат-
ную плазменную частоту ω−1

pe , пространственная
координата — на дебаевский радиус rD, скоро-
сти — на тепловую скорость электронов. Метод
разложения Крылова – Боголюбова – Митрополь-
ского [12, 13] позволяет получить дисперсионное
уравнение и уравнение Гинзбурга – Ландау для
амплитуды волнового возмущения электрического
поля.

В работе [14] при рассмотрении двухжидкост-
ной плазмы в 5-моментном приближении было по-
лучено, что ЭЦД-дисперсионное соотношение имеет
два асимптотических решения. Одно из них подобно
ионно-звуковой моде, а другое согласуется с диспер-
сионным соотношением, полученным в нашем раз-
ложении. Эта мода в данной работе определена как
соотношение для доплеровски сдвинутых «гибрид-
ных» волн. Авторы предполагают, что волны воз-
никают на пересечении этих двух ветвей дисперси-
онной кривой, формируя результирующий нелиней-
ный отклик. Используемая в настоящей работе си-
стема уравнений дополнена так, что в дисперсион-
ное соотношение, полученное в этой работе, входят
две поправки. Одна определяется учетом электро-
магнитных возмущений (двумя уравнениями Макс-
велла). Другая поправка введена как диссипатив-
ный член для учета роли диссипации в формирова-
нии нелинейной волновой структуры. Этот диссипа-
тивный член аналогичен члену, входящему в урав-
нение (25) работы [15] — уравнение непрерывности.
Это диффузионный член D∇2

⊥n, где коэффициент
диффузии D = νρe зависит от ларморовского ради-
уса электронов ρe и частоты их соударений ν как с
ионами, так и с нейтральной компонентой. Внима-
ние именно к диффузии при рассмотрении динами-
ки плазменного образования связано еще и с тем,
что в работе [9] при анализе результатов численно-
го моделирования именно диффузии, приводящей к
размыванию резонансов, отводится основная роль в
формировании частотного спектра.

Действительная частота в безразмерных пере-
менных находится из уравнения (4):

Disp = −(ω − kud)
2 + k2 + 1 +

+
ω2
ce/ω

2
pe

1 + (V 2
Te/c

2)/k2
+∆D′ = 0. (4)

Мнимая компонента частоты λ определяет поправку

∆(D′) = 3λ2 + 2λD′k2,

связанную с коэффициентом диффузии D′ (в без-
размерном виде).

Результирующее уравнение можно рассматри-
вать как нелинейное уравнение Шредингера или
комплексное уравнение Гинзбурга – Ландау с до-
полнительными членами с коэффициентами c′1, c

′
2,

второй из которых представляет коэффициент при
нелокальном интегральном члене:

iAt + PAxx +Q|A|2A = iδ′A+ iβ′Axx +

+ iε′|A|2A− c′1Ax − c′2A

x∫

−∞

eγ(x
′−x)|A|2 dx′. (5)

Сокращение Axx соответствует ∂2A/∂x2; At соответ-
ствует ∂A/∂t и т.д. Коэффициент P равен

P =
1

2

∂Vg
∂k

.

Коэффициент δ′ определяется разностью членов,
пропорциональных градиенту плотности и часто-
те соударений электронов; коэффициенты β′ и ε′

определяются коэффициентом диффузии; коэффи-
циент c1 определяется частотой соударений электро-
нов. Все эти коэффициенты зависят от волнового
вектора. Точная форма определяющих коэффици-
енты выражений не приводится, так как некоторые
из них достаточно громоздки. Дальнейшее рассмот-
рение проводится только для значений волновых
векторов, соответствующих аномальной дисперсии
уравнения.

Уравнение такого вида является наиболее про-
стым уравнением, описывающим систему вблизи по-
рога турбулентности. Для области волновых векто-
ров, соответствующей аномальной дисперсии, урав-
нение описывает область субкритической бифурка-
ции, когда выше некоторого порога градиента плот-
ности плазмы резко меняется режим флуктуаций,
возникает турбулентность (см. [16] и цитируемую
там литературу). В области вблизи порога бифур-
кации возможно формирование солитонной турбу-
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Рис. 1. a — Амплитуда точного решения (сплошная линия)

и аналитической оценки (штриховая линия). b — Пример

формы солитона

лентности. Возможность формирования такого ре-
жима отмечена в работах [17, 18] в случае, если су-
ществует механизм стабилизации амплитуды соли-
тонов.

Рассмотрение режимов КГЛ, как правило, осу-
ществляется для формы уравнения, нормированной
так, что

P = ±1

2
, Q = ±1.

При стандартном преобразовании нормировки урав-
нение приводится к виду, зависящему от меньшего
количества параметров:

iAt +Axx + |A|2A = iδA+ iβAxx +

+ iε|A|2A− c1Ax − c2A

x∫

−∞

eγ(x
′−x)|A|2dx′. (6)

В такой форме основными факторами, от кото-
рых зависит решение, становятся δ и β. Уравне-
ние в таком виде рассматривалось многими авто-
рами. Стабилизирующая роль нелокальных (инте-
гральных) членов различного вида в КГЛ в послед-
ние годы анализировалась в работах [19–21]. Допол-
нительные диссипативные и нелокальный члены в
полученном нами уравнении позволяют сделать вы-
вод о возможности формирования турбулентности
солитонов. Для оценки амплитуд возникающих со-
литонов использовались работы [22, 23] с несколь-

ко иным интегральным членом A
x∫

−∞

|A|2 dx в ре-

жиме получения автосолитонов [24, 25]. Точное по-
луаналитическое решение было получено методом,
предложенным в работе [26]. Сравнение его с ана-
литической оценкой показывает, что такая оценка
дает в несколько раз завышенные амплитуды соли-
тонов и не учитывает искажение их формы. Но дан-
ные решения позволяют оценить диапазон парамет-
ров плазмы, в которых существуют устойчивые со-
литоны (устойчивость солитонов оценивалась мето-
дом, описанным в работах [27,28]), и сделать оценку
их амплитуд и волновых векторов. Режим устойчи-
вых солитонов реализуется только для флуктуаций
с волновыми векторами k > ks, где k2s ∼ δ/β. Таким
образом, данное решение относится только к корот-
коволновой турбулентности.

Сравнение амплитуд аналитической оценки и
точного решения приведены на рис. 1a. Сплошная
линия — амплитуды точных решений, штриховая —
аналитическая оценка. На рис. 1b приведен пример
формы солитона. Экспонента в подынтегральном
выражении интеграла, входящего в уравнение (6),
приводит к искажению формы солитона и сдвигам
частоты.

Пределы устойчивости определяют нижнюю
границу волновых векторов солитонов на рис. 1a.
Асимметричная форма солитонов (см. рис. 1b)
определяется значением градиента плотности.

На рис. 2 приведены области существования тур-
булентности солитонов в зависимости от двух опре-
деляющих параметров δ и β. На рис. 2a эти об-
ласти приведены для плазмы, характерной для
магнетронов, с большими магнитным и электри-
ческим полями и большим уровнем ионизации. В
этом случае плазма имеет следующие параметры:
ne = 5 · 1011 см−3; ud/vTe = 0.02 (заштрихованная
область в границах 1) и ud/vTe = 2.0 (заштрихо-
ванная область в границах 2). Правее этой обла-
сти формируется хаотическая турбулентность. Ос-
новной вывод, который можно сделать из этого гра-
фика: турбулентность солитонов реализуется толь-
ко при небольших отклонениях δ от нуля и при уве-
личении электрического поля область реализации
турбулентности солитонов уменьшается и частично
переходит в хаотическую. На рис. 2b приведена об-
ласть турбулентности солитонов, реализуемая при
параметрах, соответствующих условиям космиче-
ского эксперимента. В этом случае ne = 5 · 109 см−3,
ud/vTe = 0.002. При этих условиях турбулентность
солитонов реализуется при δ < 0. Солитоны имеют
отрицательную групповую скорость.
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Рис. 2. Границы областей параметров, при которых реали-

зуется турбулентность солитонов: а — при концентрации

плазмы 5 · 1011 см−3 и двух значениях дрейфовой скоро-

сти; b — при концентрации плазмы 5 · 109 см−3

Рис. 3. Зависимость от времени средней амплитуды коле-

баний |A|

3. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ

Для подтверждения возможности формирова-
ния последовательности солитонов в системе, опи-
сываемой приведенным выше уравнением, был про-
веден численный расчет выхода на устойчивые ре-
шения начального хаотического возмущения малой
амплитуды при значениях параметров системы, со-
ответствующих области устойчивых солитонов, в

Рис. 4. Численное решение системы (6)

частности, в точке δ = 0.0773, β = 0.0176, лежа-
щей в области турбулентности солитонов на плос-
кости рис. 2a. Уравнение (6) решалось на отрезке
длиной L/rD = 104 с числом точек 2048, в систе-
ме координат, движущейся со скоростью дрейфа со-
литонов, равной −0.765 · 10−2. Для аппроксимации
пространственных производных использовалась схе-
ма компактного дифференцирования (см., напри-
мер, [29]) с периодическими граничными условия-
ми. Небольшое начальное возмущение задавалось в
виде случайных колебаний с частотами в пределах
частоты Найквиста. Для интегрирования по време-
ни использовался метод Рунге – Кутты 6-го порядка.
На рис. 3 приведена зависимость от времени средней
амплитуды колебаний на рассматриваемом отрезке.
В течение приведенного времени tωpe ≈ 106 ампли-
туда формирующихся солитонов стабилизируется.
Полученная при решении системы (6) зависимость
|A(x, t)| представлена на рис. 4. Наблюдается фор-
мирование солитонных структур с ограниченной ам-
плитудой.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе показана возможность
формирования мелкомасштабных волновых струк-
тур ЭЦД. Это рассмотрение позволяет найти об-
ласть параметров, в которых формируется турбу-
лентность солитонов и связанный с ними аномаль-
ный перенос плазмы. Получение данных критери-
ев солитонной турбуленности может помочь как
при численном моделировании бесстолкновительно-
го разлета плазмы в ионосфере, так и при анализе
экспериментальных данных по такому разлету.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
Госзадания №122032900184-8.
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