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В рамках tr ln-формализма исследуется влияние массы квантованного поля на эффект вакуумного вза-

имодействия параллельных космических струн. Рассматривается случай массивного скалярного поля с

минимальной связью. Показано, что если на расстояниях между струнами, заметно превышающих комп-

тоновскую длину волны lc = m
−1, наличие массы приводит к экспоненциальному подавлению эффекта,

то на малых по сравнению с lc , но заметно превышающих толщину струны, расстояниях влияние мас-

сы не является существенным и вклад массивного поля в энергию Казимира становится сравнимым с

вкладом безмассового.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование эволюции сети космических струн
в процессе ее формирования в ходе фазовых перехо-
дов в ранней Вселенной предполагает изучение про-
цессов, происходящих при близких пролетах струн и
при их столкновениях. В этих ситуациях учет ваку-
умного (казимировского) взаимодействия струн мо-
жет оказаться существенным [1, 2].

Впервые оценка этого эффекта для случая па-
раллельных бесконечно тонких струн была получе-
на в [3]. Впоследствии допущенная там неточность
была исправлена разными методами в работах [4–6].
Во всех перечисленных работах авторы ограничива-
лись случаем безмассового поля.

Ниже рассматривается казимировское взаимо-
действие струн в относительно простой, но допуска-
ющей аналитическое решение, постановке. Как и в
перечисленных выше работах, мы ограничимся рас-
смотрением статической системы параллельных бес-
конечно тонких струн и действительного скалярно-
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го поля, но не будем ограничиваться случаем равной
нулю массы поля.

Мотивация для такой постановки задачи сле-
дующая. Прежде всего заметим, что отнесенная к
единице длины энергия вакуумного взаимодействия
струн имеет размерность квадрата обратной длины
и из размерных величин может зависеть только от
расстояния между струнами d, радиуса струн a и
комптоновской длины рассматриваемого квантован-
ного поля lc = m−1. Все перечисленные величины
являются размерно зависимыми. Но комптоновская
длина для самой тяжелой из известных на насто-
ящее время частиц (t-кварка) lc ∼ 10−15 см, а тол-
щина GUT-струн a ∼ 10−28 см, что на много поряд-
ков меньше. При этом расстояние между струнами
d > 2a. В этой ситуации, если ограничиться рас-
стояниями d, много большими толщины струн, то
струны можно рассматривать как бесконечно тон-
кие. Тогда отнесенная к единице длины струн энер-
гия взаимодействия двух параллельных оси z струн
может зависеть только от d и комптоновской дли-
ны рассматриваемого поля и, следовательно, всегда
может быть представлена в виде

Ecas
Z

= − 4

15π

µ1µ2

d2
F(md) , Z =

∫

dz , (1)

где µ1,2 — масса струны на единицу длины, F —
некоторая функция со значениями в числах. Сто-
ящий перед F коэффициент определяется сообра-
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жениями размерности и для удобства в дальнейшем
выбран таким образом, чтобы он совпадал с энерги-
ей казимировского взаимодействия бесконечно тон-
ких струн в случае скалярного поля с минимальной
связью при равной нулю массе поля.

Рассмотрим поведение функции F(z) при стрем-
лении z = md к нулю. Этот предел может рассмат-
риваться как переход к случаю безмассового поля
при конечных значениях d и, следовательно, при
нашем выборе коэффициента в (1) в этом преде-
ле F = 1. С другой стороны, с равными основа-
ниями этот предел может рассматриваться и как
предельный переход d → 0 при конечных значени-
ях массы. Таким образом, масштабом, на котором
влияние массы будет существенным, является комп-
тоновская длина, и на расстояниях между струна-
ми, меньших или порядка комптоновской длины (но
больших поперечного размера струн), влияние мас-
сы не будет существенным и парциальный вклад
массивных мод в энергию вакуумного взаимодей-
ствия струн будет сравним с вкладом безмассового
поля.

В работе используется система еди-
ниц G = ~ = c = 1 и метрика пространства-времени
с сигнатурой (+ ,− ,− ,− ).

2. МЕТРИКА ФОНОВОГО ПРОСТРАНСТВА

Рассмотрим четырехмерное пространство-время,
которое представляет собой прямое произведение
двумерного пространства Минковского на двумер-
ную риманову поверхность. Как известно, в этом
случае соответствующим выбором координат метри-
ку рассматриваемого пространства-времени всегда
можно привести к виду

ds2 = dt2 − dz2 − e−σ(x)
(

dx2
1 + dx2

2

)

, (2)

где x = (x1, x2) .

Пусть
σ(x) =

∑

a

σa(|x − xa|), (3)

|x− xa| =
[

(x1 − xa1)
2 + (x2 − xa2)

2
]1/2

,

где xa — набор фиксированных точек. В этом случае
скалярная кривизна имеет вид

R =
∑

a

Ra =
∑

a

eσ∆Eσa , (4)

где ∆E — двумерный евклидов лапласиан. И ес-
ли носители парциальных вкладов ∆Eσa компакт-
ны и не перекрываются, то мы получаем ультраста-
тическое пространство-время, кривизна которого в

плоскости (x1x2) отлична от нуля только в наборе
неперекрывающихся компактных окрестностей то-
чек xa.

Выберем функции σa в виде

σa = 2(1− βa) ln |x− xa| , (5)

где 0 < βa < 1 для всех a. Как было показано в
работе [7], полученная таким образом метрика яв-
ляется решением уравнения Эйнштейна, в правой
части которого стоит тензор энергии-импульса вида

Tµν(t, z,x) =

= eσ(x)
∑

a

µa δ
2(x− xa) diag(1, 1, 0, 0), (6)

µa =
1− βa

4
,

и соответствующее решение отвечает пространству-
времени системы параллельных бесконечно тонких
космических струн. При этом двумерная поверх-
ность (x1x2) представляет собой локально плоскую
гиперповерхность с набором конических особенно-
стей, локализованных в точках xa, а параметр µa

имеет смысл линейной плотности энергии a-й стру-
ны и определяет связанный с a-й конической особен-
ностью дефицит угла

δϕa = 8π µa = 2π(1− βa) .

В случае одной бесконечно тонкой струны осо-
бенностями пространства-времени являются отсут-
ствие в метрике каких-либо размерных парамет-
ров и высокая степень симметрии. Первое позволяет
утверждать, что в случае безмассового поля ваку-
умное среднее оператора тензора энергии-импульса
может зависеть только от расстояния до особенно-
сти и в четырех пространственно-временных изме-
рениях

〈Tµν〉renvac ∼ r−4.

Второе позволяет разделить переменные в поле-
вом уравнении, построить аналитическое выраже-
ние для соответствующей функции Грина и вычис-
лить перенормированное вакуумное среднее опера-
тора тензора энергии-импульса [8–12]. В случае
двух и более струн и массивных полей последнее
не представляется возможным и заставляет исполь-
зовать методы теории возмущений [4–6]. При этом
возможность работать в рамках теории возмущений
обеспечивается малостью параметров (1−β). Пред-
полагается, что для космических струн, рассматри-
ваемых в рамках Теории великого объединения, ве-
личина параметров (1− β) имеет порядок 10−6.
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3. ВАКУУМНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

Случай массивного действительнозначного ска-
лярного поля φ соответствует выбору действия в ви-
де

Sφ = −1

2

∫

d4xφ(x)L(x, ∂)φ(x) ,

где оператор поля

L(x, ∂) =
√−g (�+m2),

� = ∇µ∇µ

— оператор Лапласа – Бельтрами.
Мы ограничились случаем скалярного поля с

минимальной связью. Это обусловлено тем, что в
рассматриваемом ниже случае метрики (2) с кон-
формным фактором (5) неминимальная связь при-
водит к появлению в уравнении поля потенциала с
δ-образными особенностями. Появление таких осо-
бенностей у потенциала требует отдельного рассмот-
рения, и результаты вычислений могут различаться
в зависимости от того, как такие особенности интер-
претируются [13, 14].

Представим оператор L(x, ∂) в виде

L(x, ∂) = (∂2 +m2) + δL(x, ∂) , (7)

∂2 = ∂2
t − ∂2

1 − ∂2
2 − ∂2

z .

Здесь и далее скалярные произведения 4-векторов
понимаются в смысле метрики пространства Мин-
ковского. При этом соответствующий метрике (2)
оператор δL(x, ∂) имеет вид

δL(x, ∂) = Λ(x)
(

∂2
t − ∂2

z +m2
)

(8)

Λ(x) = e−σ(x) − 1 .

Величиной, которая часто используется при иссле-
довании вакуумной энергии, является эффективное
действие. В подходе Швингера – де Витта оно может
быть представлено в виде

Weff =
i

2
tr lnL =

i

2
ln detL ,

где под L понимается оператор в абстрактном гиль-
бертовом пространстве, где базисные векторы |x〉
являются собственными векторами коммутирующе-
го набора эрмитовых операторов x̂µ с условиями
нормировки

〈x|x′ 〉 = δ(4)(x− x′)

и полноты
∑

x

|x〉〈x| = 1.

При этом след оператора определен как

trQ =

∫

d4x〈x|Q|x〉,

и в координатном представлении матричный эле-
мент имеет вид

〈x|L|x′ 〉 = L(x, ∂x) δ
(4)(x− x′),

см. [15–17] .
Определенный таким образом след при вычисле-

нии позволяет перейти к другому ортонормирован-
ному базису, в качестве которого мы выберем базис
Фурье.

Далее, известно, что случае, когда внешние фак-
торы (метрика, границы, внешние поля и т. д.) не за-
висят явно от времени, эффективное действие Weff

пропорционально полной вакуумной энергии Evac, а
именно:

Weff = −TEvac ,
где T — полное время [18] (см. также [19]) и, следо-
вательно, в рамках tr ln-формализма

Evac = − i

2T
ln detL . (9)

Если входящий в (7) оператор δL может рассмат-
риваться как малое возмущение, то мы имеем

ln detL = ln det
(

∂2 +m2 + δL
)

=

= ln det
(

∂2 +m2
)

+ ln det
[

1 + (∂2 +m2)−1 δL
]

=

= tr ln
(

∂2 +m2
)

+ tr ln
[

1 + (∂2 +m2)−1 δL
]

=

= tr ln(∂2 +m2) + tr
[

(∂2 +m2)−1 δL
]

−

− 1

2
tr
[

(∂2 +m2)−1δL (∂2 +m2)−1δL
]

+ ... (10)

Однако полученное формальное выражение явля-
ется хорошо определенным, только если входящие
в него операторы являются операторами со следом
[20]. В нашем случае это не так, и при вычислении
следов потребуется регуляризация, в качестве кото-
рой мы выберем размерную регуляризацию.

В базисе Фурье имеющиеся в (10) следы сводят-
ся к стандартным для квантовой теории поля выра-
жениям. В частности, не представляющие интереса
первые два члена в рамках метода размерной регу-
ляризации сводятся к выражению

tr ln(∂2 +m2) + tr
(

(∂2 +m2)−1 δL
)

=

= −iTZ mD Γ[−D/2]

(4π)D/2

∫

(

Λ(x) + 1
)

d2x =

= −iTZmD Γ[−D/2]

(4π)D/2

∫

√

−g(x) d2x , (11)

D = 4− 2ε .
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Соответствующий вклад в эффективное действие
совпадает с первым членом разложения Швингера –
де Витта и отбрасывается при перенормировке [17].

Таким образом, для выделения казимировского
вклада в полную вакуумную энергию в первом неис-
чезающем порядке теории возмущений мы должны
ограничиться третьим членом разложения (10):

Evac =
i

4T
tr
(

(∂2 +m2)−1 δL (∂2 +m2)−1 δL
)

. (12)

В базисе Фурье это выражение приобретает вид

Evac=
i

4T

∫

d4k

(2π)4
d4p

(2π)4
δL (k, i(p+ k)) δL (−k, ip)

[p2 −m2][(p+ k)2 −m2]
,

(13)

где

δL(k, ip) =

∫

d4x eikx
[

δL(x, ∂)
∣

∣

∂→−ip

]

. (14)

В нашем случае из (8) получим

δL(k, ip) = −Λ(k)
(

p20 − p2z −m2
)

(15)

и, таким образом, вакуумная энергия определяется
выражением

Evac =
i

4T

∫

d4k

(2π)4
d4p

(2π)4
(p20 − p2z −m2)2

[p2 −m2][(p+ k)2 −m2]
×

× Λ(k)Λ(−k). (16)

При получении выражения (16) было учтено, что

Λ(k) = 4π2δ(k0)δ(kz)Λ(k) , (17)

где Λ(k) — двумерный фурье-образ функции Λ(x),
k = (k1, k2) . Следовательно, k0 = kz = 0 .

Интеграл по d4p в выражении (16) расходится,
но имеет стандартный для метода размерной регу-
ляризации вид.

Поворот Вика

p0 = i p0E , d4p = i d4pE , p2 = −p2E

и дальнейшая замена d4p на µ̃4−DdDpE , D = 4− 2ε,
приводят выражение (16) к виду

Ereg
vac = − µ̃4−D

4T

∫

d4k

(2π)4
Λ(k) Λ(−k)×

×
∫

dDpE
(2π)D

(

p20 + p2z +m2
)2

E

(p2 +m2)E [(p+ k)2E +m2]
, (18)

где µ̃ — произвольный масштаб с размерностью мас-
сы, который вводится для сохранения размерности
регуляризованного выражения (18).

Внутренний интеграл по dDpE имеет типичный
для квантовой теории поля вид и вычисляется с ис-
пользованием фейнмановской параметризации (см.,
например, [21]). При последующем интегрировании
по d4k мы столкнемся с тем, что подынтегральное
выражение содержит квадрат Λ(k) (11), т. е. квадра-
ты δ(k0) и δ(kz). С ними мы поступаем стандартным
способом:

[

δ(k0)
]2

= δ(k0) δ(0) =

=
δ(k0)

2π

∫

eik
0t dt

∣

∣

∣

k0=0
=

T

2π
δ(k0) .

Aналогично для интегрирования kz:

[

δ(kz)
]2

=
Z

2π
δ(kz) .

В результате для регуляризованной энергии ва-
куума мы получаем

Ereg
vac = − Z

4(4π)D/2

∫

d2k

(2π)2
Λ(k) Λ(−k)×

×
1

∫

0

dα
[

2Γ(−2+ ε)∆2 +2m2Γ(−1+ ε)∆+m4Γ(ε)
]

×

×
(

∆

µ̃2

)

−ε

, (19)

где
∆ = α(1 − α)k2 +m2 .

Тогда, разлагая
(

∆/µ̃2
)

−ε
по малому ε,

(

∆

µ̃2

)

−ε

= 1− ε ln
∆

µ̃2
+O(ε2), (20)

и отбрасывая расходящиеся при снятии регуляриза-
ции члены, мы получаем

Eren
vac =

Z

4(4π)2

∫

d2k

(2π)2
Λ(k)Λ(−k)×

×
1

∫

0

dα(∆ −m2)2 ln
∆

µ̃2
=

=
Z

4(4π)2

∫

d2k

(2π)2
Λ(k)Λ(−k)|k|4×

×
1

∫

0

dαα2(1− α)2 ln
∆

µ̃2
. (21)

Предполагая, что показатель экспоненты σ в (8) мал
и справедлива замена

Λ(x) −→ −
∑

a

σa(x) ,
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приходим к выражению

Eren
vac =

Z

4(4π)2

∑

a,b

∫

d2k

(2π)2
σa(k)σb(−k) |k|4×

×
1

∫

0

dαα2(1− α)2 ln
∆

µ̃2
, (22)

где при выборе σa в виде (5) фурье-образ парциаль-
ного конформного фактора равен

σa(k) = −16πµa

k2
eik·xa . (23)

Мы видим, что казимировскому (зависящему от
относительных расстояний между струнами) вкла-
ду в (22) отвечают члены суммы с a 6= b, и при
сделанном предположении казимировское взаимо-
действие между струнами приближенно можно рас-
сматривать как парное. Поэтому достаточно огра-
ничиться двумя параллельными струнами, находя-
щимися на расстоянии d друг от друга. При этом
интегрирование по α с учетом (19) приводит выра-
жение для казимировской энергии к виду

Ecas =
8Zµ1µ2

15

∫

d2k

(2π)2
eik·d×

×
[

ln
m

µ̃
+A(x)

(

1− 2

x2
+

6

x4

)

−
(47

60
− 3

2x2
+

6

x4

)

]

,

(24)

где

x =
|k|
m

, A(x) =
√

1 + (2/x)2 Arsh
x

2
.

Таким образом, дальнейшее преобразование вы-
ражения (24) сводится к вычислению двумерного
интеграла Фурье от достаточно громоздкого выра-
жения. Понимаемые в смысле обобщенных функ-
ций фурье-образы членов подынтегрального выра-
жения, которые не содержат функции A(x), извест-
ны [22]:

∫

d2k
eik·d

|k|2λ =
(−1)λπ

22λ−3 Γ2(λ)
|d|2(λ−1) ln |d| , λ ∈ N .

(25)

При λ = 0 результат пропорционален δ2(d) и, сле-
довательно, равен нулю.

Оставшиеся интегралы имеют вид

cn =

∫

d2k

(2π)2
eik·d

|k|2n A
(

|k|/m
)

, n = 0, 1, 2 . (26)

Поскольку эти интегралы представляют собой
фурье-образы цилиндрически-симметричных функ-
ций переменной k = |k|, то результат преобразо-
вания будет цилиндрически-симметричной функци-
ей переменной d = |d|. Это позволяет выполнить
интегрирование по полярному углу ϕ в плоскости
(k1, k2) с помощью интеграла [23]

2π
∫

0

dϕ eiqr cosϕ = 2πJ0(qr) . (27)

Но остающиеся одномерные интегралы по dk

cn =

∫

dk

2π
J0(kd)k

1−2n A
(

k/m
)

, n = 0, 1, 2, (28)

если понимать их как интегралы Римана, расходят-
ся либо на верхнем (c0), либо на нижнем (c1, c2) пре-
делах.

Предлагаемый нами метод заключается в том,
чтобы представить их в виде суммы сходящихся
римановых интегралов и известных фурье-образов,
определенных в терминах обобщенных функций.

Для выяснения характера расходимости инте-
гралов (28) нам нужно знать поведение A(x) при
малых и больших значениях аргумента.

При малых значениях аргумента

A(x) = 1 +
1

12
x2 − 1

120
x4 +

1

840
x6 +O(x8), (29)

а асимптотическое разложение (x ≫ 1) дается вы-
ражением

A(x) = lnx+
2 lnx+ 1

x2
− 2 lnx− 1/2

x4
+

+O
( lnx

x6

)

. (30)

Тогда для регуляризации каждого из интегралов
cn, в зависимости от характера неинтегрируемой
особенности, вычтем из подынтегрального выраже-
ния и добавим нужное число соответствующих чле-
нов разложений (контрчлены), следя за тем, что-
бы вычитаемые контрчлены позволили убрать рас-
ходимость на том пределе, где она имеется, но при
этом не возникало новой расходимости на другом
пределе интегрирования, и чтобы интеграл от раз-
ности сходился в смысле Римана. Понятно, что
это имеет смысл, только если известны определен-
ные в смысле обобщенных функций фурье-образы
контрчленов.

В этом случае вычитаемые контрчлены бу-
дут регуляризовывать неинтегрируемую особен-
ность подынтегрального выражения, и мы получим
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хорошо определенное как риманов интеграл инте-
гральное выражение, к которому прибавляются из-
вестные, определенные в смысле обобщенных функ-
ций фурье-образы отдельно взятых контрчленов.

Особенность предложенной процедуры заключа-
ется в том, что вычитаемые контрчлены будут опре-
деляться сходимостью одномерного интеграла (28),
а проводить соответствующее тождественное преоб-
разование вычитания–добавления мы будем в дву-
мерном фурье-интеграле (26).

Применяя описанную процедуру, мы получим
следующее выражение для казимировской энергии:

Ecas =
4Zµ1µ2

15π

∞
∫

0

dk kJ0(kd)×

×
[

A
( k

m

)(

1− 2
m2

k2
+6

m4

k4

)

− ln
k

m
+

3

2

m2

k2
− 6

m4

k4

]

−

− 4Zµ1µ2

15d2
. (31)

Обратим внимание на то, что внеинтегральный
член в (26) совпадает с известным результатом для
безмассового скалярного поля. Таким образом, ин-
тересующая нас зависимость эффекта Казимира от
массы целиком определяется стоящим в (26) инте-
гральным членом, и для формально введенной в (1)
функции F = Evac(m)/Evac(0) мы получаем явное
выражение

F = −d2

∞
∫

0

dkkJ0(kd)×

×
[

A
(

1− 2
m2

k2
+6

m4

k4

)

− ln
k

m
+

3

2

m2

k2
− 6

m4

k4

]

+1,

(32)

где интеграл уже сходится по Риману.
После замены переменной s = k/2m интеграл

разбивается на три:

F(z) = 1− z2
[

h0(z)−
1

2
h1(z) +

3

8
h2(z)

]

, z = 2md ,

где hn(z) определены как

h0(z) =

∞
∫

0

ds J0(sz)
[

√

1 + s2 Arsh s− s ln 2s
]

,

h1(z) =

∞
∫

0

ds
J0(sz)

s2

[

√

1 + s2 Arsh s− s
]

, (33)

h2(z) =

∞
∫

0

ds
J0(sz)

s4

[

√

1 + s2 Arsh s− s− s3

3

]

.

Рис. 1. График F(z)

Они представляют собой интегралы, к которым сво-
дятся регуляризованные двумерные интегралы Фу-
рье cn. Эти интегралы могут быть вычислены в яв-
ном виде:

h0(z) =
1

z2
+

1

4

[

K2
0

(z

2

)

−K2
1

(z

2

)]

,

h1(z) =
z

2
U(z), (34)

h2(z) = −z2

9

[

K2
0

(z

2

)

−K2
1

(z

2

)]

−

− z3

18
U(z)− z

6
K0

(z

2

)

K1

(z

2

)

,

где Kn(·) — функции Макдональда, U(·) — специ-
альная интегральная функция Макдональда следу-
ющего вида:

U(z) =

∞
∫

z

dx

x2
K2

0

(x

2

)

, (35)

которая также может быть записана через G-
функцию Мейера [24]:

U(z) =

√
π

8
G3,0

1,3

(

1

−1/2,−1/2,−1/2

∣

∣

∣

∣

z2

4

)

. (36)

В результате для функции F(z) окончательно
получаем

F(z) =
z2

4

[

(z2

6
− 1

)[

K2
0

(z

2

)

−K2
1

(z

2

)]

+

+
(z2

12
+ 1

)

zU(z) +
z

4
K0

(z

2

)

K1

(z

2

)

]

. (37)

График F(z) представлен на рис. 1.
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Рис. 2. Энергия казимировского притяжения двух струн

как функция расстояния (в единицах l
(m=1)
c = 1) в двой-

ном логарифмическом масштабировании: для массивных

полей с m = 0.5 (штрихпунктирная кривая), m = 1

(сплошная), m = 2 (пунктирная) и для безмассового поля

(штриховая, с тангенсом угла наклона к горизонтали −2)

Из полученного выражения следует, что при
z ≫ 1

F(z) =
π

16
e−z

(

15− 75

2z
+

25031

128z2
+O(z−3)

)

.

Таким образом, на больших по сравнению с комп-
тоновской длиной массивного поля расстояниях эф-
фект подавлен экспоненциально.

В противоположном предельном случае при
z ≪ 1

F(z) = 1 +
5

8
z2
(

ln
z

4
+ γ +

1

3

)

+O(z4| ln z|) ,

где γ — постоянная Эйлера – Маскерони, и мы ви-
дим, что при d ≪ lc вклад массивных мод в казими-
ровскую энергию, как это и следовало из качествен-
ных соображений, сравним с вкладом безмассового
поля.

График зависимости энергии Казимира

Ecas = −4Zµ1µ2

15d2
F(2md) (38)

от расстояния между взаимодействующими струна-
ми в двойном логарифмическом масштабе представ-
лен на рис. 2. Штриховая линия соответствует без-
массовому пределу.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках tr ln-формализма рассмотрено вакуум-
ное взаимодействие космических струн в приближе-

нии, когда их поперечным размером можно прене-
бречь, но масса квантованного поля не предпола-
гается равной нулю. Основным результатом можно
считать то, что на расстояниях, меньших компто-
новской длины, но заметно превышающих радиус
струн, парциальный вклад массивных полей в энер-
гию казимировского взаимодействия струн сравним
с вкладом безмассового поля. Таким образом, на
малых, в указанном смысле, расстояниях массой в
первом приближении можно пренебречь. Однако ес-
ли это расстояние уже нельзя считать большим по
сравнению с поперечным размером струн, то прене-
брегать радиусом струн уже нельзя. В этом случае у
нас снова имеется два параметра с одинаковой раз-
мерностью, но только теперь это радиус струн a и
расстояние между ними d. В результате оценочная
формула (1) заменяется на

Ecas
Z

= − 4

15π

µ1µ2

d2
Φ
(a

d

)

. (39)

Отсюда следует, что масштабом, на котором сказы-
вается поперечный размер струн, является их ра-
диус. Как и в рассмотренном во Введении случае,
при z̃ = a/d → 0 функция Φ(z̃) должна стремить-
ся к единице. Действительно, если этот предел по-
нимать как предельный переход d → ∞, то доста-
точно очевидно, что на таких расстояниях струны
должны взаимодействовать как бесконечно тонкие.
Следовательно, результат должен совпадать с энер-
гией взаимодействия двух бесконечно тонких струн,
т.е. с коэффициентом при Φ. Точно так же должен
выглядеть ответ и при стремлении к нулю a, но в
случае толстых струн d > 2a. Поэтому заметное от-
личие Φ от единицы и, следовательно, заметная за-
висимость энергии Казимира от поперечного разме-
ра струн будет иметь место, если расстояние между
струнами не намного превышает 2a. В работе [25]
мы показали, что это действительно так. Более того,
на этих расстояниях энергия вакуумного взаимодей-
ствия толстых струн может даже заметно превосхо-
дить аналогичную величину для бесконечно тонких
струн с той же массой на единицу длины.

Полученные результаты могут оказаться полез-
ными при исследовании взаимодействия струн при
близком пролете, их столкновении и происходящем
при этом их перепутывании и перезамыкании.

Финансирование. Исследование выполнено в
рамках научной программы Национального центра
физики и математики, направление № 5 «Физика
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