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In this paper, we theoretically study the nonlinear dynamics of Wannier – Stark states in a dissipative system

of interacting optical resonators whose resonant frequencies depend linearly on their number. We show that

negative losses in some resonators can switch the system to a lasing regime with Wannier – Stark states acting

as working modes. Our extensive numerical simulations show that single-frequency stationary regimes can exist

in such a system as well as multi-frequency ones. In the latter case, Bloch oscillations can appear in the system.

We investigate selective excitation of Wannier – Stark states enabled by an appropriate dissipation profile. A

simple perturbation theory describing the quasi-linear regimes is developed and compared with the numerical

results.

DOI: 10.31857/S0044451024040011

1. INTRODUCTION

Wannier – Stark ladders (WSLs) continue to be of
great interest to scientists in different areas of physics,
such as solid-state physics, condensed matter, and
quantum magnets [1–3]. The WSL effect consists in
the presence of equidistant lines in the spectrum, which
correspond to the eigenmodes of the system (Wannier –
Stark states) [4,5]. Beating between these states in time
may result in periodic motion, i.e. Bloch oscillations
(BOs) [6–8].

BOs were first predicted in solid-state physics.
However, their experimental observation in solids is
quite challenging, and it took many years to confirm
the effect experimentally [9]. BOs turned out to be a
very common phenomenon, and they were found in a
large variety of physical systems such as atomic systems
[10–15], lasers [16], coupled LC circuits [17], mechani-
cal systems [18–21], and plasmonic [22–27] or exciton-
polariton systems [28–30].

* E-mail: alexey.verbitskiy@metalab.ifmo.ru

The advantage of optical systems over solid-state
ones is that optical experiments for observation of the
aforementioned effects are more feasible. Therefore,
theoretical prediction of optical WSLs and BOs [31–42]
was quickly followed by experimental demonstrations.

One of the first experimental observations of an op-
tical WSL was reported in [43]. Here, the Wannier –
Stark (WS) states are realized using a chirped Moire
grating. Another evidence of the existence of WSLs is
presented in the work [44], where a spatial tilt of the
minibands occurs due to a linear gradient of the op-
tical thickness of the superlattice layers. In addition,
WS states were observed in photonic lattices formed in
a photorefractive material using relatively strong light.
For this purpose, the formed lattices were irradiated
with laser beams with a WS profile retrieved from a
hologram [45]. Moreover, strongly localized WS states
in a curved photonic lattice were obtained due to a
large gradient of the refractive index and weak interac-
tion between the waveguides [46]. BOs were also exper-
imentally detected in the optical range, see, for example
[47,48]. In these works, under the influence of tempera-
ture or by changing the waveguides’ width, a linear gra-
dient of the refractive index was created in a waveguide
array, which led to periodic spatial oscillations of the
light beam due to Bragg and total internal reflections

455



A. Verbitskiy, A. Yulin ЖЭТФ, том 165, вып. 4, 2024

Fig. 1. (Color online) Sketch of the considered system

at the opposite edges of the array. In addition, BOs
were observed in porous silicon structures, in which, to
incline the optical band authors used a cavity whose
width increased linearly across the structure [49, 50].
Besides, by bending a waveguide array, BOs can also
be achieved in optical systems [51–53]. Another impor-
tant system supporting BOs are parity-time synthetic
photonic lattices [54, 55]. A comprehensive review of
the research on BOs and related phenomena is provided
in [56].

The presence of dissipation, pump, and nonlinear ef-
fects in optical systems (for example, arrays of interact-
ing nonlinear optical cavities) calls for generalization of
the BOs theory to nonlinear dissipative systems. Let us
note that optical systems such as microlaser arrays are
promising sources of coherent radiation [57–62]. Thus,
the study of these systems is not only of fundamental,
but also of practical interest.

Active systems of microcavities with WS states and
BOs have not yet been realized experimentally. How-
ever, currently, other optical and waveguide systems
are actively studied in practice, in which interesting
phenomena from the physics of WS states are also ob-
served [21,30,63]. These advances in not only theoreti-
cal but also experimental demonstration of BOs in dif-
ferent optical systems stimulate further research of this
effect in photonics and, in particular, in laser systems.

Experimental implementation of microlaser systems
with WS modes is indeed not an easy task. First,
the manufacturing of such systems requires cutting-
edge precise technologies that are not readily available.
Second, the quality factors of typical optical microres-
onators are low, and thus, high linear gain is required

to achieve lasing in these resonators. These are serious
issues, but the advances of modern technologies allow
us to expect that systems with the required param-
eters could be manufactured in near future. In par-
ticular, new materials such as perovskites demonstrate
fascinating properties in laser devices [60], including
very high linear gain. Dielectric resonators with a high
quality factor based on bound states in the continuum
(BICs), which have been actively developed recently
[64, 65], are another promising platform for creating
active microresonators with WS modes. The third pos-
sible platform for experimental observation of BOs is
polariton lasers based on micropillars [66]. Consider-
ing these prospects, theoretical investigation of optical
systems supporting WS states and BOs is of great phys-
ical interest, and the respective theoretical findings can
boost further experimental activity in this direction.

In this paper, we aim to study the nonlinear dynam-
ics of WS states in one-dimensional systems of cou-
pled optical cavities, in which each of the resonators
supports only one mode defined by the material and
geometry of the resonator. The described system is
schematically shown in Fig. 1. To obtain a Bloch-type
system, we introduce linear dependence of the cavities’
frequency on their index (i. e., number). A similar sys-
tem driven by a train of coherent laser pulses is consid-
ered in [67], where the resonant excitation of WS modes
and chaotic BOs were demonstrated. The present pa-
per is focused on the dynamics of WS states in micro-
laser arrays with population inversion created either by
optical or electric pump.

Below, we consider in detail different regimes of WS
lasers, their switching from single-frequency to multi-
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frequency regimes, and the appearance of BOs. To
explain the behaviour of such systems near the las-
ing threshold, we develop a perturbation theory. We
consider this work as a proof of concept rather than
a discussion of the optimal experimental system, and,
therefore, we choose the simplest lasing cavity model.
We should acknowledge that for a real experiment, the
scheme and, consequently, the theoretical model might
require elaboration.

To describe the dynamics of light in microres-
onators, we use a well-known discrete model for slowly
varying complex amplitudes Un(t) of the modes of in-
dividual resonators [68–79]:

i∂tUn + σ(Un+1 + Un−1) + µnUn + iγnUn +

+iβn|Un|2Un = 0, (1)

where n is the index enumerating the resonators, σ is
the coupling strength between the resonators, µ ac-
counts for the dependence of the resonant frequency
on the resonator index, and γn and βn are the linear
and nonlinear losses, respectively. Both γn and βn can
differ for different resonators. Let us note that here we
consider a simple, but physically meaningful case: we
assume that the nonlinear effects change the effective
losses, but not the resonant frequencies of the individ-
ual resonators. We acknowledge that nonlinear correc-
tion of the resonant frequencies can be of importance,
but it requires a special consideration, which will be
done elsewhere.

A sufficiently strong incoherent pump can not only
change the linear losses, but also make them negative.
Thus, such a pump can transform an individual cav-
ity into a laser. However, as we consider a system of
resonators, we need to calculate the effective gain of
the supermodes of the system rather then the effective
gain of individual resonators. For a rough estimate, we
can consider the stationary states as a balance between
the effective gain and effective nonlinear losses calcu-
lated for the WS state. Importantly, nonlinear losses
might be present only in the pumped cavities, or in all
the resonators. Further, we will show that in these two
cases, the WS modes’ dynamics is different.

The parameters of a coupled waveguide array dif-
fer depending on their experimental implementations.
We use typical data from work [47]: σ = 125 m−1,
µ = 25 m−1, and γ ≈ 0.5 dB/cm, suitable for demon-
strating the discussed effects. However, the value of
linear losses γ in this work is significantly higher than
we need. In practice, this circumstance can be over-
come by using high-Q BIC-based systems [64, 65]. We
also assume the nonlinear parameter β to be equal to

125 m−1, which is determined by the effect of gain sat-
uration and selection of the appropriate absorber. For
the sake of mathematical convenience, we normalize the
coefficients of the equation (1) by the strength of the
coupling between the neighboring resonators σ, and as
a consequence, we obtain normalized time t, σ = 1,
µ = 0.2, and β = 1. We choose γ = 0.01 as an appro-
priate value for linear losses.

The paper is structured as follows. For a systematic
study of the problem, we start with the simplest case,
in which only one resonator is pumped (Section 2 of
the paper). In Section 3, we show that simultaneous
excitation of several resonators makes the system’s dy-
namics richer, giving rise to multi-frequency regimes,
including self-sustained BOs. In Section 4, mode se-
lection is considered. We show that the efficiency of
mode excitation depends on the pump profile, and by
controlling the pump shape, we can extend the range
of intensities where the single-frequency regime takes
place. The main findings of the work are briefly dis-
cussed in the Conclusion.

2. SYSTEMS EXCITED BY LINEAR GAIN IN
ONLY ONE RESONATOR

We start with a simple case where γn is negative
in only one resonator with n = 0, and in all other res-
onators, γn is a positive constant. This means that we
have a linear amplification in the resonator n = 0, and
the other resonators have linear losses.

We choose the linear losses to be γn = γ for n 6= 0

and γ0 = γ − a, where a is the pump amplitude, and
study the dynamics of the system numerically. Our nu-
merical simulations reveal that only the trivial solution
Un = 0 is possible as long as the linear gain a is lower
than the lasing threshold, which depends on the pa-
rameters of the system γ and µ. If the gain exceeds the
threshold, the eigenmodes emerge in the system. If the
dissipative and nonlinear terms are small, then these
emerging modes can be very accurately approximated
by the WS states, which are known analytically for the
equation (1) in the conservative limit γn → 0, [33].
The eigenvalues of the WS states form an equidistant
spectrum ωm = µm with eigenfunctions

Wn−m = Jn−m

(
2σ

µ

)
,

where the index m enumerates the eigenstates. We use
WS states normalized so that

∑

n

W 2
n−m = 1.
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Fig. 2. (Color online) a — Effective linear gains −Γm of the Wannier – Stark states with the fastest-growing amplitudes (m = ±8)

vs. the pump amplitude a: obtained by numerical simulation (red circles), the perturbation method (dash-dotted blue line), and

the eigenvalues (dashed green line). b — Effective linear gains −Γm of Wannier – Stark states with m = ±8 (red circles), m = ±9

(brown circles), and m = ±2 (magenta circles) vs. the pump amplitude a, obtained by numerical simulation. The solid lines are

guides for eyes. The used parameters are: µ = 0.2, γ = 0.01

If the dissipation is so low that it does not affect
the spatial structure of the eigenstates, a simple per-
turbation theory can be developed. The quantity

E =
∑

n

|Un|2

(energy of the field in the system) is conserved if γn = 0

and βn = 0. If γn and βn are nonzero, but small, the
field in the system can be found in the form

U (m)
n = Am(t)Wn−m exp(iµmt),

where Am(t) is the time-dependent complex amplitude
of the m-th WS state. Substituting this into (1), mul-
tiplying by Wn−m, and calculating the sum over n, we
obtain ordinary differential equations for Am:

∂tAm = −ΓmAm − Bm|Am|2Am, (2)

where

Γm =
∑

n

γnW
2
n−m, Bm =

∑

n

βnW
4
n−m

are the effective linear and nonlinear losses for the m-th
mode.

For a purely dissipative nonlinearity (i. e., affecting
only the effective losses, but not the resonant frequency
of the cavities), the equations (2) can be re-formulated
as a set of equations for the intensities Im = |Am|2:

∂tIm = 2(−ΓmIm − BmI
2
m). (3)

For our choice of γn = γ−aδ0n (δij is the Kronecker
symbol), the sum in the expression for the effective lin-
ear losses Γm can be easily calculated analytically:

Γm = γ − aW 2
−m. (4)

The intensity distributions of the WS states are sym-
metric and have two main maxima, located symmetri-
cally with respect to the center of the mode. There-
fore, if the system is excited by linear gain only in one
resonator, then there are two modes with the fastest-
growing amplitudes and the same increment. For the
parameters used in the numerical simulations, the in-
dexes of such modes are mmax = ±8.

Now let us compare the results of the perturbation
theory with those of the direct numerical simulations
of the master equation (1). It is natural to introduce
the effective linear gain of a mode as −Γm. Figure 2 a

shows the effective linear gains extracted from the nu-
merical simulations and calculated by formula (4) as
functions of the pump amplitude a. One can see that
in the vicinity of the lasing threshold, where the dis-
sipative terms can be considered as small corrections,
the results of the perturbation theory are in very good
agreement with the numerical simulations.

The complex frequencies of the modes can also be
found by analyzing the linearized equation for the am-
plitudes Un:

i∂tUn + σ(Un+1 + Un−1) + µnUn + iγnUn = 0. (5)

Then, by choosing a solution in the form

Un(t) = Vn exp(iωt),

we obtain an eigenvalue problem:

ωVn = σ(Vn+1 + Vn−1) + µnVn + iγnVn. (6)
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The real part of ω is the eigenmode frequency, the imag-
inary part is its dissipation rate, and the eigenvector Vn
describes the structure of the eigenmode. If there are
no dissipative terms, the eigenstates are the conserva-
tive WS states discussed above. The solution of the
spectral problem allows us to find the exact solutions
for the eigenstates in the dissipative case. We solved
the spectral problem numerically to confirm that the
dissipative terms do not significantly affect the struc-
ture of the eigenmodes.

Comparing effective linear gains of different WS
states can also be useful. The numerically found −Γm

for the six modes with the fastest-growing amplitudes
are shown in Fig. 2 b as a function of the pump ampli-
tude a. One can see that for our parameters, the modes
with the fastest-growing amplitudes and the lowest las-
ing threshold are the modes with m = ±8; the second
and the third fastest-growing modes have the indexes
m = ±9 and m = ±2, respectively.

The intensity of the stationary states Im formed in
the system can be easily found from (3):

Im =
−Γm

Bm
. (7)

Figure 3 shows the dependencies of the stationary in-
tensities of three pairs of WS states with the highest
effective linear gains on the pump a for two cases: (a)
when the nonlinear losses are nonzero only in the ex-
cited resonator with n = 0: β0 = β and (b) for spatially
uniform nonlinear losses: βn = β. The stationary in-
tensities can be higher for the modes with lower effec-
tive linear gains, see Fig. 3 a. The possible reason is,
if the nonlinear losses are nonzero only in the excited
resonator, the modes with the highest effective linear
gains have the highest nonlinear losses, and their ra-
tio (7) is lower than that of the modes with the lower
effective linear gains.

Our numerical simulations reveal that for small
pump intensities, only one pair of the WS states with
the highest effective linear gain is dynamically stable.
The dependencies of the stationary intensities of the
WS states extracted from the numerical simulations
are shown in Fig. 3. The perturbation theory and the
numerical simulations are in good agreement for low
pump intensities.

It can be interesting to study the dynamics when
the initial conditions have the form of low-intensity
noise. As we mentioned above, the modes are formed
when the pump exceeds a certain threshold. We choose
the pump exceeding only the threshold for the modes
with the largest increment. Thus, for the parameters
we chose, only the amplitudes of the modes m = ±8

grow. The numerical simulations show that if there are
nonlinear losses only in the pumped resonator, a single-
frequency stationary state is formed as a WS state with
m = 8 or m = −8. The probability of the formation of
each of the states is 1/2. The formation of the station-
ary states is illustrated in Fig. 4 a, b, d and e.

If nonlinear losses are distributed evenly in the sys-
tem, there are different regimes of stationary states for-
mation. The excitation thresholds, of course, remain
the same, but the stationary state forming from a weak
noise varies periodically in time. Very close to the exci-
tation threshold, the stationary state can be considered
as a superposition of the WS states with m = 8 and
m = −8; consequently, the stationary state contains
temporal harmonics with frequencies equal to the WS
states’ eigenfrequencies. The formation of such a state
is illustrated in Fig. 4 c, f.

To explain such a behaviour of the system, we ex-
pand the perturbation theory described above by writ-
ing the equations for the amplitudes A± of two inter-
acting modes m = ±m̃ with the highest effective linear
gains. Thus, we seek the field in the form

Un = A+Wn−m̃ exp(im̃t) +A−Wn+m̃ exp(−im̃t).

Substituting this ansatz into (1) and projecting the
equation on the eigenstates, we obtain equations for
A±. These equations can be reduced to equations for
the intensities I± in a similar way to (3):

∂tI+ = −2(Γ + BI+ + B̃I−)I+, (8)

∂tI− = −2(Γ + BI− + B̃I+)I−, (9)

where

B̃ = 2
∑

n

βnW
2
n−m̃W

2
n+m̃, Γ = Γ±m̃.

As we derived these equations, we assumed that the dif-
ference between the eigenfrequencies of these states is
large, and we can safely neglect the quickly oscillating
terms.

Let us analyse the fixed points of the dynamical
system (8)–(9). For Γ > 0, there is only a trivial solu-
tion I± = 0. For negative losses (and, correspondingly,
positive gain), there are four solutions:

I± = 0;

I+ = 0, I− =
−Γ

B ;

I− = 0, I+ =
−Γ

B ;

I± =
−Γ

B + B̃
.
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Fig. 3. (Color online) Stationary intensities Im of different Wannier – Stark states vs. the pump amplitude a, obtained with the

perturbation method (dash-dotted lines) and by numerical simulation (circles) for (a) nonzero nonlinear losses only in the excited

resonator with n = 0, i. e., β0 = β, and (b) spatially uniform nonlinear losses, i. e., βn = β. The used parameters are: µ = 0.2,
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Fig. 4. (Color online) Stationary states |Un| in the form of WS states with m = −8 (a), m = 8 (b), m = −8 (c) and m = 8

(time-averaged field); figs. d, e and f show the respective evolutions of the field module |Un(t)|. The pump amplitude slightly

exceeds the excitation threshold. Nonlinear losses are nonzero only in the excited resonator with n = 0, i.e., β0 = β, for a, b, d,

and e; nonlinear losses are spatially uniform, i.e., βn = β, for c and f. The blue circles correspond to the resonators, the solid

blue lines are guides for eyes, and the dashed red lines correspond to the pumped resonator with n = 0. The used parameters

are: µ = 0.2, γ = 0.01, a = 0.1, β = 1

We can directly explore the stability of these states
by writing linearized equations for small perturbations
ξ± of the intensities I± and finding the eigenvalues gov-
erning the evolution of the perturbations. The triv-
ial state is, of course, always unstable λ1,2 = −2Γ.
The second and the third states have the eigenvalues
λ1 = −2Γ(1−B̃/B) and λ2 = 2Γ; λ2 is always negative

for Γ < 0, λ1 is negative for B < B̃ and positive other-
wise. Therefore, this state can be either a stable node
for B < B̃ or a saddle for B > B̃. The last state

I± =
−Γ

B + B̃
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has the eigenvalues

λ =
2Γ

B + B̃

(
B ± B̃

)
.

From this, we can conclude that this state is stable (a
stable node) for B > B̃ or unstable (saddle) for B < B̃.

Thus, the stability analysis tells us that if B > B̃,
then for the system (8)–(9), there is only one stable
stationary state,

I± =
−Γ

B + B̃
.

For B < B̃, there are two stable states:

I+ = 0, I− =
−Γ

B ,

and

I+ =
−Γ

B , I− = 0.

Now let us estimate the values B̃ and B. When only
β0 6= 0, then

B =
∑

n

βnW
4
n−m̃ =W 4

m̃

and
B̃ = 2

∑

n

βnW
2
n−m̃W

2
n+m̃ = 2W 4

m̃.

This means that B̃ = 2B, and, as our stability analysis
shows, in this case, the stable stationary states are

I+ = 0, I− =
−Γ

B ,

and

I+ =
−Γ

B , I− = 0.

In numerical simulations, only a stable state can be
observed as a stationary state, which explains why for
the chosen βn, we see the formation of either one or the
other WS state.

When βn = β, the ratio between B and B̃ can be
different. The coefficient B̃ depends on the overlap of
the intensity distributions of the states Wn±m̃, and this
overlap decreases with increasing width of the WS state
defined as

H =

√∑

n

W 2
n(n− nc)2,

where nc is the center of the WS state. Figure 5 shows
the dependencies of B and B̃ on the width of the states
H (a state width H is determined by µ).

For µ = 0.2 used in our direct modelling, the coef-
ficients are B = 0.07 and B̃ = 0.04. Therefore, in this
case, there is only one stable stationary state

I± =
−Γ

B + B̃
.

Thus, we can expect that in this case, the final state
consists of two WS states of the same intensity, os-
cillating with different frequencies. This perfectly
agrees with the results of our numerical simulations,
see Fig. 4 c. In addition, for µ > 0.6, there are regions
where B̃ > B, see Fig. 5 a. Hence, in these bands, there
should be two stable states:

I+ = 0, I− =
−Γ

B ,

and

I+ =
−Γ

B , I− = 0,

instead of the previously observed single state. This is
confirmed by numerical calculations.

We would like to note that the developed perturba-
tion theory not only gives a qualitative explanation of
the observed effect, but also allows determining the in-
tensities of the two-component states with a good preci-
sion. The intensity I±(t) dependencies extracted from
numerical simulations overlap with those calculated by
formulas (8)–(9). For low linear gain a, the simulated
and calculated results are in good agreement.

3. LASING WITH LINEAR GAIN IN SEVERAL
RESONATORS

To increase the radiation power, it seems reason-
able to introduce linear gain in several resonators. Let
us first consider nonlinear losses present only in the
pumped resonators. If the gain is uniformly distributed
in the pumped resonators, we expect lasing to begin at
lower pump amplitudes for a larger number of pumped
resonators. Thus, Fig. 6 a shows the total energy E of
the single-mode stationary state as a function of the
pump amplitude a for different numbers of pumped
neighbouring resonators M . In this figure, the sta-
tionary energy values E obtained via the perturbation
method (solid line) and by numerical simulations (cir-
cles) are in good agreement for different M .

The single-frequency state is the only possible solu-
tion within the pump range ath1 < a < ath2, where ath1
is the excitation threshold for the pair of WS modes
with the fastest-growing amplitudes, and ath2 is the
excitation threshold of the second fastest-growing pair.
The simulations show that if the number of the pumped
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Fig. 6. (Color online) a — Total energy E of the single-mode stationary state as a function of the pump amplitude a obtained via

the perturbation method (solid line) and by numerical simulation (circles) for different numbers of pumped adjacent resonators

M : 1R, 2R, 3R and 4R. Dashed lines show the threshold pump amplitudes at which the next pair of Wannier – Stark states

is excited. b — Maximum pump amplitude amax providing single-frequency lasing vs. the number of pumped resonators M .

Circles are analytical data, the dashed line is a guide for eyes. The nonlinear losses are nonzero only in the pumped resonators

βM = β = 1. The used parameters are: µ = 0.2, γ = 0.01

resonators M increases, the range of the existence of a
single-frequency solution narrows, see Fig. 6 a.

At sufficiently large pump amplitudes a, the single-
frequency stationary state obviously becomes unstable
and collapses. It is essential to study how the maximum
pump amplitude amax providing the single-frequency
regime depends on the number of pumped resonators
M . Figure 6 b shows this dependence: we can see that
the critical pump amplitude decreases with increasing
M . A possible reason is that for wide pumps, the over-
lap integrals defining the effective gain of modes weakly
depend on the modes’ indexes. Hence, the modes have
very similar excitation thresholds. Thus, the single-
frequency regime exists only in a small pump range
between the excitation thresholds of the modes with
the fastest and the second fastest-growing amplitudes.

Let us now consider in more detail the dynamics
of the system when three neighbouring resonators are
pumped. The numerical simulations show that near the
threshold (a ≈ 0.043), the radiation is monochromatic,
see Fig. 6 a. Stationary states similar to those shown in
Figs. 4 a and b are formed with equal probabilities.

When the pump amplitude exceeds the threshold
value for the next pair of WS states (a ≈ 0.044), a
multi-frequency regime appears in the system. For
pump slightly above this threshold, the stationary state
can be seen as a superposition of two WS states with
different frequencies. Due to nonlinearity, the temporal
spectrum of the stationary state contains the entire set
of frequency combinations, but for a weak nonlinearity,
there are two dominating frequencies corresponding to
the eigenfrequencies of the modes. Thus, this scenario
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for the multi-frequency stationary state: M = 3, a = 0.06 (a, e); M = 3, a = 0.2 (b, f); M = 7, a = 0.17 (c, g); and M = 21,

a = 0.06 (d, h). The dashed red lines show the pump area. In panel (c), the solid white line corresponds to Bloch oscillations in

a linear conservative system. The nonlinear losses are nonzero only in the pumped resonators βM = β = 1. The used parameters

are: µ = 0.2, γ = 0.01

is very similar to that with gain present in only one
resonator and nonlinear losses in all the resonators of
the system, see Fig. 4 c.

At higher pump levels, the multimode regime
changes. Numerical simulations reveal that complex
states resembling BOs appear, see Figs. 7 a, b. Their
temporal spectra are shown in Figs. 7 e, f: there are four
harmonics for the pump a = 0.06 corresponding to WS
states with the indexes m = ±8 and m = ±9, see
Fig. 7 e. For higher pumps, more temporal harmonics
appear, see the spectrum for a = 0.2 in Fig. 7 f.

For pumps exceeding a threshold level (a ≈ 0.13

for our parameters), the intensity distribution becomes
asymmetric, compare Figs. 7 a and b. After the sym-
metry breaking, a pair of frequencies remains almost
unchanged, but the other pair transforms into several
spectral lines, indicating the excitation of many WS
states. The winding patterns on the right in Fig. 7 b

contain more harmonics, see Fig. 7 f, and thus, the BOs
produced by the eigenstates in this part of spectrum
become smoother.

For larger numbers of the excited resonators, the
BOs become smoother and have a wider temporal spec-
trum, see Figs. 7 c, d, g, h showing the evolutions of the
field amplitude and the temporal spectra for M = 7

and M = 21 excited resonators. To prove that the
winding patterns in panels (a)–(d) are related to BOs,
we analytically calculated the trajectory of BOs for the
linear conservative system and superimposed this curve

on Fig. 7 c. The amplitude and period of the BOs in the
conservative counterpart of the considered system are
very similar to those obtained from direct numerical
simulations.

We verified that the multi-frequency regimes are
qualitatively the same no matter if nonlinear losses are
present in all the resonators or only in the excited ones.
For this reason, we do not discuss the case of evenly
distributed nonlinear losses in this paper.

4. MODE SELECTION

For practical purposes, increasing the pump range
providing the single-frequency regime can be useful.
This is especially important when the linear gain is cre-
ated in many resonators, which allows increasing the
output power of the working mode. To stabilize the
single-frequency regime, we suggest profiling the pump.
Profiling provides control over the effective gain for dif-
ferent modes, and thus allows one of the modes to have
an increment significantly higher than that of the other
modes.

We start with a positive linear gain only in one res-
onator; this resonator also has nonlinear losses. As we
discussed above, in this case, two different WS states
can be formed with equal probability. Let us show
that by choosing an appropriate pump, we can ensure
that stationary states are predefined by the gain shape
and thus do not depend on the initial conditions. For
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Fig. 8. (Color online) Evolutions of the field amplitude |Un(t)| and stationary distribution of the amplitudes for negative linear

losses γ0 = γ − a only in the resonator with n = 0 and additional losses γ̃ introduced to the resonator with n = 16, so that

γ16 = γ + γ̃. Nonlinear losses are nonzero only in the excited resonator with n = 0, i.e., β0 = β for (a), (c); nonlinear losses are

spatially uniform, i.e., βn = β for (b), (d). Panels (c, d) show evolutions from weak noise, and panels (a, b), the final distribution

of the amplitudes. The blue circles correspond to the resonators, the solid blue lines are guides for eyes. The red dashed line

marks the resonator with the gain, the dash-dotted magenta line shows the additional losses introduced for mode selection. For

nonlinear losses present in all resonators, there are no additional losses at t < 4 ·104. The formation of the hybrid state consisting

of two WS states is shown in (d). The additional losses are switched on at t = 4 · 104 in the resonator n = 16, suppressing

one of the WS states, and the stationary state becomes a single-frequency one, with the amplitude profile corresponding to the

fastest-growing WS state, see panel (b). The used parameters are: µ = 0.2, γ = 0.01, γ̃ = 0.03, a = 0.1, β = 1

this, we modify the effective losses in the individual res-
onators by adding some additional losses to a certain
resonator, see Figs. 8 a, c, showing the distribution of
the effective losses.

Without the added losses, there are two eigenmodes
with the same effective linear gain, but different fre-
quencies and field distributions. Then, we increase the
losses in the resonator where one of the modes has an
intensity maximum, but the other mode has a low in-
tensity. The added dissipation suppresses the effective
linear gain of the first mode, but barely affects the
growth rate of the second mode. As a consequence,
we can achieve a controllable excitation of the desir-
able WS state. The evolution of the mode growing
from weak noise is shown in Figs. 8 a, c.

In Sec. 2, we have shown that if there are nonlin-
ear losses in all the resonators, the stationary state is a
combination of two WS states with the fastest-growing
amplitudes and different frequencies. By introducing

additional losses into one of the resonators, we can
suppress one of the WS states. Therefore, a modifi-
cation of the pump profile can provide single-frequency
lasing. This is illustrated in Figs. 8 b, d, showing the
field evolution with weak-noise initial conditions. For
t < 4 · 104, there are no additional losses, and a sta-
tionary state is formed as a superposition of two WS
states. At t = 4 · 104, we switch on additional losses in
the resonator n = 16, immediately suppressing one of
the WS states, and a stable single-frequency WS state
is observed.

To increase the lasing mode power, it is natural to
increase the area and intensity of the pump. But, as
we discussed above, this makes single-mode regime dif-
ficult to observe. However, nonlinear losses located in
the excited resonators hamper single-frequency genera-
tion especially strongly. This issue can be overcome by
gain profiling: pumping only the resonators in which
the working mode has intensity maxima and adding
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threshold pump amplitudes ath1,2 for the gain distributions (a)–(c), respectively. The circles correspond to the data from the

perturbation method, the solid lines are guides for eyes. The used parameters are: µ = 0.2, γ = 0.01

losses to the resonators where the other, undesirable
modes have a large intensity. In numerical simulations,
we consider 7 pumped oscillators and different distri-
butions of the effective losses, see Figs. 9 a–c.

The effective gain created by these pumps depends
on the index of the WS state, which is shown in
Figs. 9 d–f. There, the effective gain for one of the
modes is much greater than the gain for the other
modes, see panels (e, f). Moreover, in a wide range
of pump amplitudes, only one mode has a positive in-
crement. Thus, the mode with the fastest-growing am-
plitude is expected to define the stationary state.

We used numerical simulations to test the hypothe-
sis that if only one mode has a positive increment, then
the final stationary state is a single-frequency one. Nu-
merical simulations fully confirm this prediction. At
the same time, as expected, for the pump profile shown
in Fig. 9 a, the single-frequency generation range is ex-
tremely small (Emax = 0.04).

However, in simulations, due to gain profiling,
single-frequency lasing regimes are maintained even at
sufficiently high pumps, where there are more than
one growing mode. Thus, if we pump only the res-
onators in which the working mode has intensity max-
ima, see Fig. 9 b, the existence range of the single-

frequency regime increases by two orders of magnitude
(Emax ≈ 4). This behavior can be explained by the
fact that this pump profiling provides a better selec-
tion of the working mode in terms of the effective gain
difference, see Fig. 9 e.

Single-frequency range can be increased even fur-
ther by introducing additional losses to the resonators
where the intensity of the working mode has minima,
see the pump profile shown in Fig. 9 c. In this case,
it is interesting to study how the maximum values of
the pump amplitude and the energy of the single-mode
stationary state depend on the level of additional losses
γ̃. The numerical results are demonstrated in Fig. 10:
the pump range in which the lasing is monochromatic
drastically increases with γ̃ (by an order of magnitude).
Hence, the maximum achievable energy of the working
mode is much higher if additional losses are included.
Besides, a comparison of panels (a) and (b) shows that
the energy of single-frequency state depends almost lin-
early on the pump amplitude. We should also note that
for a pump amplitude a > 3, single-mode regime is still
supported, but the dissipative terms become compara-
ble to the conservative ones, and therefore the modes
in the system are no longer purely WS states.
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Fig. 10. (Color online) Maximum pump amplitude amax (a)

and maximum total energy Emax (b) allowing single-frequency

lasing regime vs. the additional losses value γ̃ for the gain pro-

file shown in Fig. 9 c. The circles are numerical data, and the

solid lines are guides for eyes. Nonlinear losses are nonzero

only in the pumped resonators βM = β = 1. The used param-

eters are: µ = 0.2, γ = 0.01

5. CONCLUSION

In this paper, we have studied the dynamics of Wan-
nier – Stark (WS) states in a discrete system, an ar-
ray of interacting optical resonators. Linear gain in
some of the resonators can switch the system to las-
ing regime, provided that the gain exceeds a threshold
value depending on the structure of the WS state and
the spatial distribution of the pump. The linear gain
is saturated by the nonlinear losses so that stationary
states can form in the system. In the suggested sys-
tem, the lasing modes are shown to be WS states. We
considered a system with nonlinear losses only in the
pumped resonators having linear gain (only these res-
onators are appropriately doped) and a system with
nonlinear losses present in all the resonators (all the
resonators are doped, but an external pump profile cre-

ates linear gain as a function of resonator index).
To study the dynamics of the system analytically,

we developed a simple perturbation theory and used
it to find the excitation thresholds and stationary am-
plitudes, and to explain the mode competition. The
comparison of the perturbation theory with the results
of direct numerical simulation shows that the perturba-
tion theory works well if the dissipative terms are small,
i.e. they do not significantly affect the structure of the
eigenmodes, but govern the dynamics of the complex
amplitudes of the modes.

We reveal that the nonlinear losses distribution can
seriously affect the dynamics of the excited WS states.
In particular, we show that for linear gain only in one
resonator, single-frequency lasing occurs in the vicinity
of the lasing threshold if nonlinear losses exist only in
the pumped resonator. However, if there are nonlin-
ear losses in all resonators, then even in the vicinity
of the lasing threshold, the stationary state is multi-
frequency, with two dominating spectral lines corre-
sponding to the frequencies of the two WS states with
the maximum linear growth rate. To explain this ef-
fect, we have calculated the coefficients determining the
nonlinear interaction between the modes. This analy-
sis shows that in the first case, the mode with a higher
amplitude successfully suppresses its competitor, but
in the second case, this suppression is insufficient to
prevent the excitation of the other mode.

We also consider linear gain present in several neigh-
boring resonators and show that single-frequency lasing
is still possible in the vicinity of the lasing threshold.
However, this regime occurs only within a small pump
range, and the energy of the lasing mode is low. If
the pump amplitude grows, a complex multi-frequency
regime is formed. Using such a pump, Bloch oscilla-
tions (BOs) can be generated in the dissipative sys-
tem. At relatively low pump amplitudes, evolution of
intensity distribution has a symmetric winding pattern,
which indicates BOs. For higher pumps, symmetry
breaks, and the evolution seems to indicate two dif-
ferent coexisting BOs.

We also study the problem of stabilization of single-
frequency lasing. By choosing an appropriate pump
profile, it is possible to extend the single-frequency
regime and significantly increase the lasing mode en-
ergy. By introducing additional losses to the system,
we can achieve an even better selection of the working
mode and thus realize single-frequency lasing of the
chosen WS mode in a wide pump range.

To summarize, we have examined for the first time
the generation of WS states in microlaser arrays. The
lasing mode has a wide profile, covering many excited
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resonators, which allows pump to create gain in many
cavities. This way, the maximum power of the emit-
ted radiation can be increased. In addition, we show
that a single WS state can be excited by an appropri-
ate pump, enabling single-frequency lasing. Remark-
ably, the WS frequencies depend on their position, and
therefore, the lasing frequency can be tuned by moving
the pump position. Moreover, all the WS states have
the same spatial structure, and thus, frequency tuning
does not affect the profile of the lasing mode. Speaking
of tunability, it is worth mentioning that the discussed
systems can be efficiently controlled by suitable heating
of the sample [47]. This opens an additional opportu-
nity for the fine tuning of the lasing frequency. Thus,
our work demonstrates a promising way to obtain co-
herent radiation with a wide lasing mode, which can
potentially be applied in various laser devices.

Funding. This work was supported by the Min-
istry of Science and Higher Education of the Russian
Federation, Goszadanie № 2019-1246.
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В рамках метода теории функционала плотности проводится анализ процессов рекомбинационной де-

сорбции атомов водорода, расположенных на поверхности и в приповерхностных слоях вольфрама

W(100). Предложен механизм роста кластеров адсорбированных атомов водорода на поверхности воль-

фрама. Проведен расчет энергий активации процессов десорбции для различных конфигураций адсорби-

рованных атомов водорода. Показана зависимость энергии активации рекомбинационной десорбции от

локального окружения. Наименьшая энергия активации рекомбинационной десорбции εdes ≈ 0.9–1.0 эВ

достигается для пары атомов H, один из которых принадлежит скоплению адсорбированных на поверх-

ности атомов водорода, а другой выходит из подповерхностных слоев W(100).

DOI: 10.31857/S0044451024040023

1. ВВЕДЕНИЕ

Термоядерный синтез считается многообещаю-
щим источником энергии на Земле. Важной пробле-
мой термоядерных реакторов является выбор ма-
териалов, способных выдерживать аномально высо-
кие потоки водородной плазмы в конкретной обла-
сти, называемой дивертор. Среди материалов, рас-
сматриваемых для обращенных к плазме элементов
(ОПЭ) дивертора, вольфрам был выбран благодаря
набору его свойств [1]. Из него, в частности, будут
изготовлены ОПЭ в диверторной области строяще-
гося экспериментального реактора ИТЭР [2]. Поми-
мо высоких тепловых потоков, водород (и его изото-
пы дейтерий и тритий) вызывает серьезные пробле-
мы, связанные с ухудшением структурных свойств
и радиационной безопасностью. По этой причине за-
хват ионов водорода в вольфраме и контроль содер-
жания изотопов водорода уже много лет являются
предметами интенсивных исследований [3,4]. Вопро-
сы захвата и обратного газовыделения водорода иг-

* E-mail: nndegtyarenko@mephi.ru
** E-mail: ksgrishakov@mephi.ru

рают важную роль и в технологиях хранения водо-
рода [5].

Одно из преимуществ вольфрама — очень низ-
кая растворимость водорода, что должно позволить
уменьшить проблемы с накоплением трития. Но
при высокой концентрации радиационных дефек-
тов накопление изотопов водорода в вольфраме зна-
чительно увеличивается [6]. Низкая растворимость
и большое влияние дефектов делает крайне слож-
ным экспериментальное определение даже базовых
характеристик взаимодействия водорода с решет-
кой вольфрама, таких, например, как коэффициент
диффузии или энергия связи с точечными дефекта-
ми [7]. Поэтому все больше растет интерес к расче-
там ab initio на основе теории функционала плотно-
сти (density functional theory, DFT).

Элементарные процессы на поверхности в силу
влияния множества факторов, связанных со струк-
турой поверхности и наличием примесей, слож-
но поддаются экспериментальному исследованию.
Детальные теоретические исследования позволя-
ют выявить основные механизмы происходящих
на поверхности процессов и могут быть использо-
ваны для интерпретации экспериментальных дан-
ных. Для прогнозирования процессов рекомбинаци-
онной десорбции водорода с поверхности вольфра-
ма в основном применяется система диффузионно-
кинетических балансных уравнений, энергетические
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параметры для которых часто определяются путем
расчетов методом DFT [8,9].

При изучении процессов адсорбции и десорб-
ции водорода на поверхности вольфрама существен-
ным фактором является структура гладкой поверх-
ности. Проведенные исследования в рамках DFT
показали, что поверхность W(110) является наибо-
лее стабильной по сравнению с W(100), W(111) и
W(211) [10–15]. Поэтому большинство работ по ана-
лизу поведения водорода на поверхности выполне-
но для W(110). Однако конструкционные материа-
лы, как правило, не имеют текстуры и характери-
зуются разнообразием ориентаций зерен. Поэтому
представляет интерес проведение детального анали-
за процессов адсорбции и десорбции водорода, в том
числе и на поверхности W(100).

При температурах порядка комнатной и вы-
ше гладкая поверхность W(100) имеет p(1 × 1)-
периодичность [16, 17], а при температурах ниже
некоторой критической Tc ∼ 250K гладкая поверх-
ность W(100) реконструируется в более энергети-
чески выгодную с c(2 × 2)-структурой [17]. DFT-
расчеты подтверждают данную реконструкцию по-
верхности [18–22]. Реконструкции в основном под-
вергается верхний поверхностный слой атомов воль-
фрама, по мере удаления от которого степень рекон-
струкции снижается [18,19]. Межслоевое расстояние
между верхним поверхностным слоем и первым под-
поверхностным слоем, рассчитанное в DFT, состав-
ляет 1.48 Å, что хорошо совпадает с эксперименталь-
ными результатами [18,23].

Из эксперимента следует, что водород адсорби-
руется на W(100) в атомарной форме [24] в положе-
ние между двумя атомами вольфрама верхнего по-
верхностного слоя, которое называется в литературе
«мостиком» (bridge) [25]. Эксперимент дает значе-
ния энергии адсорбции 0.7 эВ и 0.82 эВ [26–28].

Теоретические исследования в рамках DFT со-
гласуются с результатами эксперимента, давая бо-
лее детальную картину адсорбции. DFT-расчеты по-
казывают, что для нереконструированной поверх-
ности W(100) наиболее выгодна адсорбция на по-
ложение «мостик», энергия адсорбции составляет
Eads ≈ −1.16 эВ (с учетом энергии нулевых коле-
баний) [3]. При этом адсорбированный атом водо-
рода вызывает некоторую реконструкцию поверхно-
сти. У гладкой нереконструированной поверхности
расстояние W–W составляет 3.17 Å, а при адсорб-
ции водорода атомы вольфрама релаксируют к H,
сближаясь до расстояния 2.61 Å [3]. В случае рекон-
струированной поверхности W(100) DFT-расчеты
показывают, что существуют два различных поло-

жения адсорбированного атома водорода, отвечаю-
щие минимуму энергии [3, 22, 29]. Данные положе-
ния называются в литературе «короткий мостик»
(short bridge) и «длинный мостик» (long bridge) и
для гладкой поверхности характеризуются W–W-
расстояниями 2.82 Å и 3.57 Å соответственно [3]. Ад-
сорбция водорода в положение «короткий мостик»
более энергетически выгодна (с учетом энергии ну-
левых колебаний Eads ≈ −0.88÷−0.91 эВ), по срав-
нению с адсорбцией в положение «длинный мостик»
(Eads ≈ −0.46 ÷ −0.47 эВ) [3, 22, 29]. Адсорбция во-
дорода в положения «короткий мостик» и «длин-
ный мостик» вызывает некоторую реконструкцию
поверхности W(100): расстояние W–W для ближай-
ших к адсорбированному водороду атомов вольфра-
ма уменьшается до 2.64 Å для положения «короткий
мостик» и до 3.21 Å для положения «длинный мо-
стик» [3]. Из расчетов также были получены геомет-
рические параметры, характеризующие адсорбиро-
ванный атом водорода на поверхности W(100): дли-
на связи W–H ≈ 1.91–1.94 Å, угол W–H–W ≈ 87.1–
87.8°, расстояние между H и плоскостью, в которой
лежит верхний поверхностный слой атомов W, со-
ставляет 1.36–1.38 Å [22, 29, 30].

Поскольку адсорбирование атома водорода неза-
висимо от наличия или отсутствия реконструкции
гладкой поверхности W(100) приводит к изменению
межатомных расстояний W–W, то структура по-
верхности может зависеть от степени покрытия ее
водородом. В работе [31] в рамках теоретических
расчетов было показано, что для гладкой поверх-
ности W(100) реконструкция исчезает при степени
покрытия θ ≥ 1.5, а энергия адсорбции водорода на
поверхность W(100) уменьшается практически ли-
нейно с ростом степени покрытия, достигая мини-
мального значения при степени покрытия θ = 2.
Дальнейшее увеличение степени покрытия приво-
дит к увеличению энергии адсорбции. Проведенные
в работе [32] экспериментальные исследования так-
же демонстрируют зависимость реконструкции по-
верхности от температуры и степени покрытия во-
дородом.

Проводились активные исследования диффу-
зии адсорбированного водорода вдоль поверхно-
сти W(100). Для реконструированной поверхности
DFT-расчеты дают следующие значения энергии ак-
тивации: 0.35–0.43 эВ при переходе между двумя по-
ложениями «короткий мостик»; 0.44 эВ при перехо-
де между двумя положениями «длинный мостик»;
0.53–0.65 эВ при переходе между «коротким мости-
ком» и «длинным мостиком» и 0.11–0.21 эВ при об-
ратном процессе [3,29]. Меньшая величина энергети-
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ческого барьера при переходе между положениями
«длинный мостик»–«короткий мостик» обусловлена
тем, что положение «длинный мостик» является ме-
тастабильным. В «установившемся» состоянии при
диффузии адсорбированного атома водорода вдоль
поверхности W(100) следует с большей вероятно-
стью ожидать переходов между положениями «ко-
роткий мостик». В работе [29] теоретически опреде-
лен также предэкспоненциальный фактор для диф-
фузии адсорбированного водорода между двумя по-
ложениями «короткий мостик», который составил
0.5·10−2 см2/с. Аналогичные экспериментальные ис-
следования показали, что для диффузии H на по-
верхности W(100) при степени покрытия θ = 0.08

и диапазоне температур 220–300К предэкспоненци-
альный множитель и энергия активации составляют
1.2 · 10−2 см2/с и 0.47 эВ соответственно [33], что до-
статочно хорошо согласуется с теоретическими рас-
четами.

Следующий вопрос, который детально исследо-
вался в литературе – миграция атомов водорода
из объема вольфрама на поверхность и соответ-
ствующий обратный процесс. Основным результа-
том большинства работ в данном направлении яв-
ляется энергетическая неустойчивость одиночного
атома водорода в подповерхностных слоях W(100).
Значительно более выгодным энергетически (при-
мерно на 2 эВ) является расположение водорода на
поверхности [3,22,29,30,34]. При этом рассчитанная
в DFT энергия активации для процесса миграции
атома водорода с поверхностного состояния в объ-
ем составляет около 2 эВ [3, 22, 29, 30, 34], такой ба-
рьер с конечной вероятностью преодолевается толь-
ко при температурах порядка 800 К и выше [30]. Об-
ратный процесс перехода атома водорода из объема
вольфрама на поверхность W(100) происходит само-
произвольно из первого подповерхностного слоя (ба-
рьер активации составляет не более 0.01 эВ), а для
перехода между более глубокими подповерхностны-
ми слоями характеризуется очень малыми барьера-
ми, 0.1–0.27 эВ [3,22,29,30,34]. Модельные расчеты в
работе [22] показывают, что атомы водорода оттал-
киваются в подповерхностных слоях, поэтому обра-
зование кластеров водорода в подповерхностной об-
ласти не будет происходить без присутствия каких-
либо дефектов структуры вольфрама. Поэтому сле-
дует ожидать, что процесс выхода водорода из мас-
сива на поверхность будет происходить самопроиз-
вольно при температурах порядка комнатной.

Наряду с адсорбцией водорода на поверхности
вольфрама важным является изучение процесса де-
сорбции. Экспериментальные работы показывают,

что при низком покрытии поверхности W(100) во-
дородом энергия активации десорбции составляет
около 1.65 эВ [28]. Увеличение степени покрытия
поверхности до θ = 0.46 приводит к существенно-
му уменьшению энергии активации десорбции до
величины порядка 0.92 эВ [28]. DFT-расчеты каче-
ственно подтвердили экспериментальный результат
о снижении энергии десорбции с ростом степени
покрытия поверхности W(100) [35–37]: энергия ак-
тивации десорбции при малой степени покрытия
составляет 1.5 эВ, а при полном покрытии равна
1.0 эВ [35,37]. На основе молекулярно-динамических
расчетов с трехчастичным потенциалом взаимодей-
ствия [8] показано, что при высоких значениях θ су-
ществует режим, когда на поверхности вольфрама
образуются большие кластеры водорода и возмож-
ны резкие увеличения интенсивности десорбции, на-
блюдающиеся и в эксперименте [38]. В работе [8]
отмечается, что десорбция водорода с поверхности
вольфрама может не всегда быть процессом второ-
го порядка, и подчеркивается необходимость луч-
шей оценки межатомного взаимодействия W–H на
поверхности W, например, в рамках метода DFT.

Несмотря на детальные исследования процес-
сов адсорбции и десорбции водорода с поверхно-
сти вольфрама, ряд вопросов остается открытым.
В частности, каково оптимальное значение d(H–
H) для минимизации величины энергии активации
рекомбинационной десорбции? Вопрос образования
поверхностных кластеров из адсорбированных ато-
мов при наличии явления диссоциативной хемосорб-
ции также неочевиден, поскольку в большинстве ра-
бот рассматриваются предельные случаи сплошных
однородных покрытий. Процессы рекомбинации и
десорбции водорода на поверхности вольфрама в
большинстве работ предполагаются как раздельные
процессы, но детализация этого процесса отсутству-
ет. Вероятность процесса рекомбинационной десорб-
ции зависит от большого числа интегральных и ло-
кальных условий: в частности, от потока междо-
узельных атомов водорода на поверхность из мас-
сива, от локального состояния поверхности и тем-
пературы, от локального окружения пары атомов,
участвующей в процессе рекомбинационной десорб-
ции, а не от средней степени покрытия.

Целью данной работы является уточнение в рам-
ках теории функционала плотности атомистической
картины десорбции водорода с поверхности W(100),
а именно, расчет возможности образования и роста
кластеров водорода на поверхности, сравнение кана-
лов десорбции, анализ влияния локальности и окру-
жения на барьеры активации рекомбинационной де-
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сорбции, учет взаимодействия адсорбированных и
диффундирующих из подповерхностных слоев мас-
сива атомов водорода.

2. МЕТОДИКА РАСЧЕТА

Численные расчеты выполнены методом теории
функционала плотности с использованием базиса
плоских волн в программе Quantum Espresso [39,
40]. Применялся обменно-корреляционный функци-
онал PBEsol, сохраняющий норму псевдопотенциал,
энергия обрезания составляла 650 эВ. В обратном
пространстве использовалась сетка с расстоянием
между точками не превышающем 0.05 Å−1 по каж-
дой из координат. При моделировании поверхности
создавались поверхностные суперъячейки, содержа-
щие 4× 4 элементарных ячеек вольфрама. По оси Z
задавалось семь атомных слоев, что соответствует
112 атомам W для модели поверхности (в некоторых
вариантах задавалось девять атомных слоев и соот-
ветственно 144 атома W), которые разделены слоем
вакуума размером примерно 15 Å. При геометриче-
ской оптимизации модели поверхности координаты
атомов вольфрама трех (или пяти) нижних слоев
считались фиксированными. Условия сходимости по
энергии ∆E ≤ 2 · 10−5 эВ/атом, условия сходимости
по силам F ≤ 0.05 эВ/Å. После оптимизации ячейки
в систему вводились атомы или молекулы водорода
и проводилась повторная оптимизация структуры с
участием водорода. Поиск оптимальных энергетиче-
ских барьеров при переходе системы из одной кон-
фигурации в другую осуществлялся методом NEB
(nudged elastic band). В данной работе за уровень
отсчета энергии принята полная энергия оптимизи-
рованной системы E0 с адсорбированными атомами
водорода — состояние с наименьшей энергией. При
этом, например, энергии активации рекомбинацион-
ной десорбции определяется как εdes = E1 −E0, где
энергия E1 — полная энергия оптимизированной си-
стемы после выхода продукта десорбции с поверхно-
сти системы.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Энергетические особенности поведения

водорода вблизи поверхности W(100)

Рассматривается поведение полной энергии си-
стемы при различных положениях молекулы и ато-
ма водорода вблизи гладкой поверхности W(100)
(см. рис. 1). Задавались начальные положения ато-
ма водорода и молекулы H2, проводилась процедура

Рис. 1. Различные начальные положениями одного атома

H (зеленые шарики) и пар атомов H (розовые шарики) с

разным межатомным расстоянием относительно поверхно-

сти W(100). Представлена цветовая карта распределения

электронной плотности на поверхности в интервале [0–1]

электрон/Å3. Атомы W верхнего слоя поверхности здесь и

далее изображены фиолетовыми шариками, атомы W вто-

рого слоя и более глубоких слоев под поверхностью изоб-

ражаются синими крестиками (либо синими шариками)

Рис. 2. Зависимость энергии системы от расположения во-

дорода относительно поверхности W(100). На оси абсцисс

отложено расстояние до поверхности. Сплошной черной

линией отмечен уровень поверхностных атомов W. Зеле-

ная стрелка указывает на переход атома водорода из объ-

ема в адсорбированное состояние. Оранжевая стрелка по-

казывает переход из состояния над поверхностью в адсор-

бированное. За уровень отсчета энергии принята полная

энергия оптимизированной конфигурации с адсорбирован-

ными на поверхности атомами водорода
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геометрической оптимизации, после которой рассчи-
тывалась полная энергия.

На рис. 2 показана зависимость энергии систе-
мы от положения атома и молекулы водорода. На-
чальные положения (не оптимизированные) изоб-
ражены на рис. 2 точками, а положения, получен-
ные в результате геометрической оптимизации си-
стемы, показаны пустыми кружками. Под поверх-
ностью W(100) устойчивыми являются положения
в тетрапоре, расположенные глубже второго слоя
атомов вольфрама (расстояния от поверхности бо-
лее 1.5 Å). Атомы водорода, расположенные между
первым и вторым слоем атомов вольфрама (рассто-
яния менее 1 Å от поверхности), спонтанно (безак-
тивационно) выходят на поверхность (показано зе-
леной стрелкой на рис. 2). Отметим, что в массиве
W равновесные тетраэдрические положения междо-
узельного атома H разделены энергетическим барье-
ром εdif ≈ 0.1–0.27 эВ [3, 22, 29, 30, 34]. Таким обра-
зом, без присутствия каких-либо дефектов структу-
ры вольфрама атомам водорода для выхода из глу-
боких подповерхностных слоев на поверхность необ-
ходимо преодолеть достаточно малый энергетиче-
ский барьер, порядка εdif .

Атом водорода, первоначально помещенный над
поверхностью на расстоянии менее примерно 4 Å,
при геометрической оптимизации переходит в ад-
сорбированное состояние в положение «мостик» с
расстоянием до поверхности около 1.3 Å (показано
оранжевой стрелкой на рис. 2). При этом расстоя-
ние между двумя атомами вольфрама, ближайши-
ми к адсорбированному атому водорода, сокраща-
ется с 3.16 Å примерно до 2.9 Å. Это положение для
уединенного адсорбированного атома является наи-
более энергетически выгодным и остается таковым
при возрастании степени покрытия вплоть до мак-
симального. Минимальное значение оптимизирован-
ного расстояния между двумя атомами водорода со-
ставляет dmin ≈ 2.3 Å.

Таким образом, область захвата отдельных ато-
мов водорода в адсорбированное состояние на по-
верхности W(100) со стороны массива и вакуума
имеет размер порядка 5–6 Å.

Область же хемосорбции для молекул водорода
несколько меньше примерно 3 Å и простирается от
поверхности металла только в вакуум. Распад мо-
лекулы водорода начинается на расстоянии порядка
3 Å от поверхности вольфрама. Диссоциация проис-
ходит безактивационно. После диссоциации молеку-
лы атомы оказываются над поверхностью в сосед-
них «мостиковых» положениях на расстоянии по-
рядка 1.3 Å от поверхности. Теплота хемосорбции

двух атомов составляет порядка εhem ∼ 2 эВ.

Абсорбция атомов водорода происходит эндотер-
мически с энергмей порядка 1.5–1.6 эВ (рис. 2). При
перемещении атома водорода в глубь металла энер-
гия системы в равновесных положениях атома по-
степенно возрастает и уже во втором межплоскост-
ном пространстве становится близкой к значениям,
характерным для больших глубин. Подчеркнем, что
в расчетах всех конфигураций атомы вольфрама
верхних четырех слоев были подвижными и их по-
ложение также оптимизировалось.

Проведено сравнение полных энергий двух кон-
фигураций с различным положением адсорбирован-
ных атомов при степени покрытия θ = 1 (рис. 3).
На всех рисунках далее в статье адсорбированные
атомы водорода изображены зелеными шариками.
В первой конфигурации атомы водорода распола-
гались в позиции над серединами ребер (положе-
ние «мостик»), во второй — над центрами граней
(«ямочная» позиция). В этих двух конфигурациях
расстояние между ближайшими адсорбированными
атомами одинаковое и равно d(H–H) ≈ 3.16 Å. Вы-
игрыш в энергии для первой конфигурации соста-
вил ∆ε ≈ −0.32 эВ/(атом H), что показывает пред-
почтительность распределения по позициям «мости-
кового» типа (рис. 3a). Конфигурация «мостиково-
го» типа допускает рост степени покрытия до θ = 2

при появлении атомов H над соседним ребром с d(H–
H) ≈ 2.3 Å, что важно для рассмотрения плотных
кластеров из атомов водорода на поверхности.

Из изложенных результатов и обзора литера-
туры очевидно достаточно сильное взаимодействие
адсорбированного атомарного водорода с атомами
вольфрама (адсорбат и адсорбент), что проявляет-
ся, например, в виде явления химической адсорб-
ции — распаде молекулярного водорода на атомы.
Из DFT-расчетов следует, что вблизи поверхности
вольфрама происходит изменение электронного со-
стояния не только молекулы, но и адсорбированного
атома водорода. Заряд Хиршфельда для выступаю-
щего над поверхностью металла адсорбированного
атома водорода оказывается отрицательным и равен
ZH(H) ∼ −0.2 для уединенного состояния. Кроме
того, по крайней мере ближайшие к нему два атома
вольфрама сближаются друг с другом, компенсируя
частичный переход электронной плотности на атом
водорода. При поверхностной диффузии уединенно-
го атома водорода происходит также и перемещение
локального изменения электронной плотности бли-
жайших атомов вольфрама.
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Рис. 3. Распределения адсорбированных атомов водорода на поверхности W(100) при степени покрытия θ = 1. Межатом-

ное расстояние d(H–H) ≈ 3.16 Å: a — атомы водорода располагаются над серединами ребер верхних граней элементарных

ячеек W (положение «мостик»); b — атомы водорода располагаются над атомами W второго слоя, закрывая их на пред-

ставленном виде сверху («ямочная» позиция)

a)

Рис. 4. a — Схема последовательного приближения адсорбированного атома H(1) к атому H(0); b — изменение энергии

системы вдоль траектории сближения (рис. 4a)

3.2. Взаимодействие адсорбированных

атомов водорода на поверхности W(100)

Рассмотрим процесс сближения двух адсорбиро-
ванных на гладкой поверхности вольфрама атомов
водорода, иллюстрированный на рис. 4a. Как отме-
чалось выше, при этом должно быть взаимодействие
не только двух атомов H, но и локальных возмуще-
ний, включающих атомы вольфрама. На рис. 4a по-
казаны два атома, H(0) и H(1), первый из которых
остается в одном и том же положении, а второй за-
нимает последовательно положения 3, 2 и 1. Систе-
ма в каждой такой конфигурации оптимизируется и
далее ищется энергетический барьер между этими
состояниями с помощью методики NEB. На рис. 4b
показана энергия системы, изменяющаяся по мере
перемещения одного атома H к другому от рассто-
яния d(H–H) ∼ 3dmin до d(H–H) ∼ dmin. Значение

энергии в оптимизированной системе с максималь-
но разнесенными атомами водорода d(H–H) ∼ 4dmin

принято за уровень отсчета. Минимумы энергии в
положениях 1, 2 и 3 на рис. 4b отвечают соответ-
ствующим положениям на рис. 4a. Величина энер-
гии в этих минимумах отличается незначительно,
∆E ≈ 0.1 эВ. При этом барьер при переходе от од-
ного минимума к другому составляет примерно 0.5–
0.6 эВ, что несколько выше энергии активации по-
верхностной диффузии уединенного атома H (око-
ло 0.22–0.43 эВ [3, 29, 41, 42]). Заряд Хиршфельда в
оптимизированных конфигурациях 1, 2, 3 (рис. 4a)
примерно одинаков. Процесс сближения двух обла-
стей локальных возмущений электронной плотности
отличается от перемещения уединенного атома H,
что и приводит к некоторому увеличению энергети-
ческих барьеров по сравнению с энергией активации
диффузии уединенного атома.
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a)

Рис. 5. a — Схема приближения отдельного адсорбированного атома водорода к кластеру из 5 атомов H; b — изменение

энергии системы вдоль траектории сближения (рис. 5a)

Рис. 6. a — Этапы выхода междоузельного атома водорода из приповерхностной тетрапоры в слой адсорбированных

атомов со сплошным покрытием θ = 1. Вышедший из массива атом H показан жирной синей стрелкой. Остальные

положения этого атома показаны более светлым цветом. Все атомы W изображены крестиками. Поверхность W(100)

выделена серым цветом; b – изменение энергии системы в процессе перемещений атома H, представленных на рис. 6a,

за уровень отсчета принята энергия конфигурации системы, соответствующая выходу атома H в адсорбированный слой

Таким образом, сближение двух атомов H за счет
поверхностной диффузии является маловероятным
процессом. Вместе с этим маловероятными в этих
условиях являются как рекомбинационная десорб-
ция, так и образование гантели из атомов водоро-
да. С ростом температуры вероятность преодоле-
ния энергетических барьеров и рекомбинационной
десорбции увеличивается.

Рассмотрим возможность роста кластера водо-
рода за счет диффузии к нему вдоль поверхности
удаленного атома водорода. Здесь и далее мы ис-
пользуем термин «кластер» для обозначения скоп-
лений адсорбированных атомов. Пусть на рассмат-
риваемой поверхности вольфрама находится плот-
ный кластер из 5 атомов H с межатомным рассто-
янием dmin. Возможный механизм образования та-
ких кластеров рассмотрен далее. Рассмотрим пере-
ход атома водорода, изначально расположенного на
удалении 4.5 Å от кластера в его состав, т.е. на рас-

стояние dmin от ближайшего атома кластера (см.
рис. 5a). Расчет энергетического барьера для такого
процесса (см. рис. 5b) дает значение ε1 ≈ 1 эВ. Чис-
ла, указанные по оси абсцисс на рис 5b (и аналогич-
ных рисунка), условно обозначают последователь-
ное изменение конфигурации системы при переходе
из начальной (0) в конечную (1) геометрию вдоль
пути, рассчитанного в рамках метода NEB. Барьер
для обратного процесса (выход из кластера) состав-
ляет ε2 ≈ 0.6 эВ. При этом конфигурация с разде-
ленным атомом H и плотным кластером обладает
меньшей энергией. Такой характер взаимодействия
имеет общее с процессом хемосорбции водорода на
поверхности. Атомам водорода после диссоциации
предпочтительно разойтись на большее расстояние
при наличии свободных мест на поверхности. Таким
образом, рост кластеров за счет сближения вдоль
поверхности с адсорбированными атомами водоро-
да энергетически невыгоден.
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3.3. Взаимодействие атомов водорода,

адсорбированных на поверхности W(100), с

атомами водорода, «всплывающими» из

массива вольфрама

Если рост кластеров за счет диффузии атомов
по поверхности энергетически невыгоден, то он, ве-
роятно, возможен за счет диффузии растворенных
в объеме атомов к поверхности. Последний вари-
ант интересен для большого количества приложе-
ний, например, для анализа десорбции из металла,
в который был введен водород либо из газа, либо из
плазмы, либо при ионном облучении, либо за счет
радиоактивного распада. В этом разделе рассмат-
ривается ситуация, когда к поверхности, плотно по-
крытой водородом, подходит атом из глубины ме-
талла.

На рис. 6 показано сплошное покрытие с θ = 1

(полное покрытие соответствует θ = 2) с располо-
жением адсорбированных атомов H в оптимизиро-
ванных позициях с межатомным расстоянием d(H–
H) ≈ 3.15 Å и междоузельный атом водорода, кото-
рый в первоначальном состоянии находится в при-
поверхностном слое вольфрама в тетрапоре. Рас-
смотрим переход этого атома из-под поверхности в
слой адсорбированных атомов водорода с межатом-
ным расстоянием dmin. Расчеты показывают, что
процесс перехода атома H из первого приповерх-
ностного слоя на поверхность является безбарьер-
ным. Это означает, что после того, как атомы во-
дорода после диффузии в объеме попали в первый
приповерхностный слой, то они уже выходят на по-
верхность спонтанно с энергий активации Es = 0

(см. рис. 6b). После выхода на поверхность атом за-
нимает энергетически выгодное положение над сво-
бодным ребром верхней ячейки W, точно так же
как и остальные адсорбированные атомы кластера.
В силу этого локальная степень покрытия увеличи-
вается.

Из этих результатов следует, что плотные кла-
стеры с межатомным расстоянием dmin, вероятно,
могут быть созданы не за счет сближения адсорби-
рованных атомов вдоль поверхности, а в процессе
локального «всплытия» междоузельных атомов H,
попавших в результате диффузии в приповерхност-
ный слой вольфрама.

3.4. Рост двумерных кластеров

адсорбированных атомов H на

атомно-гладкой поверхности

Можно предположить, что после «всплытия»
атома H из приповерхностных слоев вольфрама под
центр малого плотного кластера атомов водорода
возможен выход атома в первый слой адсорбиро-
ванных атомов и рост кластера. Рассмотрим та-
кую ситуацию для случая малого кластера из че-
тырех атомов водорода с межатомным расстояни-
ем dmin (рис. 7a). В таком кластере все его атомы
являются периферийными. Оптимизированная кон-
фигурация данного состояния устойчивая, посколь-
ку спектр частот колебаний водородной подсистемы
этого состояния не содержит мнимых частот.

На рис. 8 показана последовательность собы-
тий после «всплытия» атома водорода не на центре
кластера, а при некотором смещении. В этом случае
происходит увеличение количества частиц в класте-
ре. Из рис. 8 следует, что выход из-под кластера
из четырех атомов происходит не путем транспор-
та всплывшего атома в латеральном направлении,
а путем выталкивания одного из атомов кластера
на его периферию, а «всплывающий» атом занима-
ет его место.

Из представленных данных следует, что исход-
ная структура малого кластера (рис. 8a) может
быть неустойчивой к протекающему безактивацион-
но процессу «всплытия» атома водорода под этот
кластер из массива и приводит к росту кластера и
локальной степени покрытия. Расчеты показывают,
что энергетический барьер для такой перестройки
отсутствует, происходит монотонное падение полной
энергии системы.

Таким образом, при появлении атомов водорода
под поверхностью малого кластера (с числом ато-
мов по крайней мере менее 6) или вблизи границы
большого кластера (например, за счет диффузии из
объема металла) может происходить рост этих клас-
теров.

3.5. Колебания системы адсорбированных

атомов водорода

Рассмотрим два атома водорода, адсорбирован-
ных на поверхности вольфрама W(100) и распо-
ложенных на удалении d(H–H)= 6.7 Å друг от
друга. В этом случае прямое взаимодействие ато-
мов H практически исключается. Расчеты колеба-
тельных спектров такой системы показывают, что
в ИК-спектре наибольшей интенсивностью обла-
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Рис. 7. a — Кластер из четырех адсорбированных атомов H и «всплывший» из массива под кластер атом водорода (вы-

делен жирной стрелкой); b — парциальный спектр колебаний системы из атомов водорода, представленной на рис. 7а.

Рекомбинирующая пара атомов H (здесь и на рис. 8) выделена коричневым цветом
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Рис. 8. a, b, c, d — Рост малого кластера за счет выхода атома H из массива (на рис. 8a показан синей стрелкой). Черной

стрелкой показано направление выталкивания одного из атомов кластера на его периферию; e — изменение энергии

системы в процессе перемещений, представленных на рис. 8a,b,c,d (за уровень отсчета принята энергия начальной кон-

фигурации системы, соответствующая рис. 8a)

дают несинхронные колебания атомов водорода с
частотой 1160 см−1 перпендикулярно поверхности.
Остальные моды имеют малую интенсивность и, в
основном, связаны с колебаниями водорода вдоль
поверхности. В целом при малых концентрациях ад-
сорбированных атомов водорода, когда они не объ-
единены в кластеры, их колебания на поверхности
имеют моды, характерные для уединенных адсорби-
рованных атомов H.

Исследуем, как сказывается сближение атомов
водорода, адсорбированных на поверхности воль-

фрама, на их колебательный спектр. Рассмотрим
простую систему с четырьмя адсорбированными
атомами водорода, составляющими простейший ли-
нейный кластер с межатомным расстоянием dmin

(рис. 9а). В ИК-спектре колебаний такого кластера
водорода на поверхности вольфрама (рис. 9b) мож-
но выделить 12 «основных» мод в трех областях час-
тот: ν ∼ 490 см−1, ∼ 1060 см−1 и ∼ 1260 см−1. Кроме
того, атомы водорода участвуют в модах колебаний
поверхностных атомов вольфрама при частотах ме-
нее примерно 200 см−1. На частотах ν ≈ 490 см−1
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Рис. 9. a — Линейный кластер из четырех адсорбированных атомов водорода с межатомным расстоянием около dmin,

вид сверху, b — ИК-спектр линейного кластера из четырех адсорбированных атомов водорода с межатомным расстоянием

dmin на поверхности W(100), интенсивность спектральных линий некоторых мод близка нулю

Рис. 10. a — Собственные векторы синхронных смещений моды колебаний с частотой ν ≈ 1063 см−1 двух внутренних

атомов линейного кластера, перпендикулярные поверхности, b — собственные векторы синхронных смещений моды ко-

лебаний с частотой ν ≈ 1263 см−1 синфазных для двух крайних атомов из линейной цепочки

колебания соответствуют смещениям атомов водо-
рода вдоль поверхности преимущественно в анти-
фазе относительно друг друга. Мода с частотой
ν ≈ 1063 см−1 соответствует синхронным колебани-
ям двух центральных атомов водорода перпендику-
лярно поверхности, и такие колебания могут приве-
сти к синхронному выходу атомов H с поверхности
с последующей рекомбинацией (см. рис. 10a). ИК-
интенсивность данной моды максимальна. Мода с
максимальной частотой ν ≈ 1263 см−1 отвечает син-
фазным колебаниям для двух крайних атомов из ли-
нейной цепочки в направлении, перпендикулярном
поверхности (рис. 10b).

Проведен также аналогичный расчет для плот-
ного кластера из восьми адсорбированных атомов
H с межатомным расстоянием d(H–H)= 2.3 Å, име-
ющего нелинейную конфигурацию. В целом спектр
колебаний для плотного кластера подобен случаю
линейного кластера. Основным отличием является
увеличение общего числа мод, а также увеличение
частоты высокочастотных колебаний до значений
около 1300 см−1 (ν ≈ 32ГГц).

Наличие синфазных колебаний двух ближайших
атомов водорода, перпендикулярных поверхности,

вероятно, является необходимым условием, предше-
ствующим десорбции молекулы H2 из состава клас-
тера с частотой ν ≈ 32ГГц. Появление таких мод ко-
лебаний обусловлено «тесным» расположением ато-
мов в плотных кластерах с локальным значением
степени покрытия θ = 2.

3.6. Десорбция двух уединенных атомов

Рассмотрим два близко расположенных (на
расстоянии dmin) атома водорода на поверхно-
сти W(100). Расчет показывает, что выход этих
атомов в вакуум с образованием молекулы H2

имеет существенно меньшую энергию активации
εdes(H2) ≈ 1.85 эВ по сравнению с энергией акти-
вации выхода двух атомов водорода отдельно без
образования молекулы 2εdes(1H) ≈ 6.44 эВ.

Для рекомбинационной десорбции пары атомов
водорода на расстояниях больше минимального су-
щественным является траектория сближения ато-
мов. На рис. 11 представлены две возможные после-
довательности рекомбинации атомов, расположен-
ные над противоположными ребрами ячейки воль-
фрама на расстоянии d(H–H) ≈ 3.3 Å, а на рис. 12
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Рис. 11. Траектории двух различных путей десорбции атомов водорода, первоначально расположенных на поверхности

вольфрама на расстоянии d(H–H) ≈ 3.3 Å

изменение полной энергии системы в этих двух слу-
чаях в зависимости от расстояния между атомами.

Рис. 12. Изменение полной энергии системы при десорб-

ции атомов водорода по двум различным траекториям.

Красная кривая соответсвует траектории, изображенной

на рис. 11 а, а синяя — траектории, изображенной на

рис.11 b

Для первой траектории (рис. 11a) атомы H пер-
воначально выходят преимущественно вверх, не из-
меняя межатомного расстояния, и только потом
сближаются. Это самая невыгодная траектория.
Полная энергия системы вдоль данной траектории
процесса проходит через максимум, соответствую-
щий выходу двух уединенных атомов водорода по-
рядка 2εdes(1H) (рис. 12). В результате последую-
щей рекомбинации энергия системы уменьшается.

Вторая траектория (рис. 11b) является оптими-
зированной для энергетики выхода атомов H с по-
верхности. Атомы первоначально сближаются вдоль
поверхности до межатомного расстояния dmin, пере-

ходя из положений над противоположными ребрами
ячейки вольфрама в положения над ближайшими
ребрами одной поверхностной ячейки вольфрама. В
случае такой траектории энергия системы монотон-
но возрастает. Значение энергии активации десорб-
ции в этом случае составляет εdes(H2) ≈ 1.85 эВ.
Таким образом, для процесса десорбции пары ато-
мов H, удаленных друг от друга на расстояния
более dmin, энергетически выгодно первоначальное
сближение их вдоль поверхности на минимальное
расстояние dmin. Для такой пары адсорбирован-
ных атомов H происходит вертикальный синхрон-
ный (коррелированный) выход двух атомов из слоя
с высокой электронной плотностью атомов металла.

3.7. Рекомбинационная десорбция из

кластеров

Выход водорода из состава кластеров зависит от
размеров и конфигурации кластеров. На рис. 13а
показан выход двух атомов водорода из состава ли-
нейного кластера из четырех атомов с межатом-
ным расстоянием dmin. Рассчитанная энергия акти-
вации такого процесса составляет εdes ≈ 1.56 эВ. На
рис. 13b показан выход пары атомов H в вакуум из
состава плотного кластера из 12 атомов с межатом-
ным расстоянием около dmin и локальной степенью
покрытия θ = 2. Рассчитанная энергия активации
такого процесса составляет εdes ≈ 1.31 эВ.

Таким образом, наличие на поверхности адсор-
бированных атомов водорода, соседних с рекомби-
нирующей парой атомов H, уменьшает значение
энергии активации десорбция молекул H2 до зна-
чений εdes ≈ 1.56 и 1.31 эВ (в отсутствие соседей
εdes(H2) ≈ 1.85 эВ). Большая плотность расположе-
ния атомов водорода в кластерах на поверхности

480



ЖЭТФ, том 165, вып. 4, 2024 Атомистический анализ рекомбинационной десорбции . . .

Рис. 13. Десорбция двух атомов H из кластеров с различным числом атомов H: a — десорбция из состава линейного

кластера из четырех атомов с межатомным расстоянием dmin; b — десорбция из внутренней области плотного кластера

из 12 атомов с межатомным расстоянием dmin. Все атомы W изображены крестиками

приводит к увеличению их взаимодействия вдоль
поверхности и уменьшению энергии активации вы-
хода водорода в вакуум. Этот результат соответ-
ствует тому, что рекомбинация становится многоча-
стичным процессом, а не квадратичным.

3.8. Десорбция с участием

подповерхностных атомов водорода

В данном разделе рассматривается влияние
«всплывающих» из массива вольфрама атомов во-
дорода на процессы рекомбинационной десорбции.

На рис. 14 представлена конфигурация класте-
ра из девяти атомов с межатомным расстоянием
d = 3.15 Å (локальная степень покрытия θ = 1).
Атомы H располагаются над параллельными реб-
рами верхних граней между атомами W. Атом H,
вышедший в пространство между кластером и по-
верхностными атомами W, безбарьерно переходит в
слой адсорбированных атомов водорода кластера в
устойчивое положение над свободным перпендику-
лярным ребром верхней ячейки W (указан вид сбо-
ку и вид сверху). Расстояние между «всплывшим»
атомом H и ближайшим адсорбированным атомом
верхнего слоя равно d(H–H) ≈ 1.8–2.0 Å. Из этого
состояния возможен процесс рекомбинационной де-
сорбции пары атомов (атом H, вышедший из масси-
ва под кластер, и атом кластера). Энергия актива-
ции десорбции этой пары составляет εdes ≈ 1.56 эВ.

На рис. 15 представлена конфигурация плотного
кластера из 16 атомов с локальной степенью покры-
тия θ = 2 (межатомное расстояние около dmin) и
атома H, вышедшего из объема вольфрама под этот
кластер в пространство между кластером и поверх-
ностными атомами W. В отличие от рис. 14 все со-
стояния над ребрами ячеек W в этом случае заняты.
Расчет показывает, что энергия активации десорб-
ции пары, состоящей из внутреннего атома класте-
ра и атома H, вышедшего из массива W, составляет
εdes ≈ 1.0 эВ.

Следует отметить, что также может быть реали-
зована траектория выхода приповерхностного ато-
ма, в которой он вытесняет ближайший атом внут-
ренней области вверх над кластером, а сам занима-
ет место последнего в плоскости кластера. Энергия
активации десорбции образовавшейся пары также
составляет εdes ≈ 1.0 эВ.

3.9. Критический размер для десорбции из

состава плотного кластера

После «всплытия» атома H из приповерхност-
ных слоев вольфрама под малый плотный кластер
атомов водорода, адсорбированных на поверхности,
возможны три процесса: рост числа атомов класте-
ра, образование второго промежуточного слоя ато-
мов водорода и рекомбинационная десорбция. Ес-
ли размер кластера мал, то более вероятен его рост,
в противном случае возможно образование второго
слоя и десорбция по механизму, рассмотренному вы-
ше. Рассмотрим вопрос о наименьшем размере плот-
ного кластера, при котором еще возможен процесс
десорбции.

На рис. 16 представлена начальная оптимизиро-
ванная конфигурация после «всплытия» атома H
под центральную область плотного кластера из ше-
сти адсорбированных атомов с межатомным рас-
стоянием d(H–H) ≈ 2.3 Å. Центральный атом этого
кластера окружен другими атомами со всех сторон.
Это минимальная конфигурация с подобным окру-
жением атома H. Энергия активации рекомбинации
и десорбции центрального атома кластера, содержа-
щего шесть атомов водорода, и «всплывшего» под
него атома H из массива равна 0.97 эВ.

Для кластеров, содержащих около шести атомов,
возможна рекомбинационная десорбция «всплывше-
го» атома H и ближайшего к нему атома внутрен-
ней части кластера с минимальным значением энер-
гии εdes ≈ 0.94 эВ. Относительно устойчивое состо-
яние «всплывшего» из массива атома водорода с
возможностью десорбции с участием атомов этого
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a d

b,c

Рис. 14. «Всплытие» и рекомбинационная десорбция атома H, вышедшего из массива W под кластер из девяти атомов

H; стрелками и цветом шариков выделена пара атомов H, уходящих с поверхности. Вышедший из массива атом H указан

жирной синей стрелкой. Все атомы W изображены крестиками: a — приповерхностный междоузельный атом H находится

в тетрапоре; b и c — атом H переходит в слой адсорбированных атомов водорода кластера в устойчивое положение над

свободным ребром верхней ячейки W (b — вид сбоку, c — вид сверху); d — возможный процесс десорбции пары атомов

в виде молекулы H2 с участием «всплывшего» атома H и граничного атома кластера; e — изменение энергии системы

в процессе перемещений, представленных на рис. 14a–d : за уровень отсчета координат и энергии принята конфигурации

системы, соответствующая рис. 14b,c

d(H-H) =1.67 Å d(H-H) =1.79 Å d(H-H) =1.75 Å

d(H-H) =0.76 Å e)

Рис. 15. Рекомбинационная десорбция атома H, вышедшего из массива W под кластер из 16 атомов H с межатомным

расстоянием dmin (локальная степень покрытия θ = 2); стрелками и цветом шариков выделена пара атомов H, уходящих

с поверхности. Вышедший из массива атом H указан жирной синей стрелкой. Все атомы W изображены крестиками: a —

приповерхностный междоузельный атом H, вышедший из массива W под кластер (локальная степень покрытия θ = 2);

b, c, d — некоторые стадии процесса десорбции пары атомов в виде молекулы H2; е — изменение энергии системы

в процессе перемещений, представленных на рис. 15a–d ; за уровень отсчета принята энергия конфигурации системы,

соответствующая рис. 15a
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Рис. 16. Оптимизированная конфигурация после «всплы-

тия» атома H под центральную область наименьшего

плотного кластера из шести адсорбированных атомов с

межатомным расстоянием d(H–H) ≈ 2.3 Å, для которого

центральный атом этого кластера окружен другими ато-

мами со всех сторон (плоскость поверхности вольфрама

выделена серым цветом). Стрелками и цветом шариков

выделена пара атомов H, уходящих с поверхности. При-

шедший из массива атом H показан жирной синей стрел-

кой.

слоя возникает под плотными кластерами, содер-
жащими более шести атомов. Кластеры, содержа-
щие порядка шести атомов водорода, можно считать
критическими.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе в рамках ab initio-
моделирования показано следующее.

1. Энергетические барьеры для процессов сбли-
жения вдоль поверхности двух уединенных ато-
мов водорода (примерно 0.6 эВ) и отдельного ато-
ма и кластера адсорбированных атомов водорода
(∼ 1.0 эВ) оказываются несколько выше энергии ак-
тивации поверхностной диффузии одиночных ато-
мов водорода εdif ≈ 0.22–0.43 эВ [3, 29, 41, 42]. Та-
ким образом, перемещение атомов вдоль поверхно-
сти W(100) не является эффективным механизмом
роста кластеров адсорбированных атомов водорода.

2. Атомы водорода, которые диффундировали в
приповерхностный слой вольфрама из его объема,
безактивационно адсорбируются на поверхности с
малой степенью покрытия. Это может способство-
вать росту кластеров на поверхности и рекомбина-
ционной десорбции.

3. «Всплытие» атомов водорода из объема воль-
фрама под его поверхность может приводить к ро-
сту уже существующих на поверхности кластеров,
либо к увеличению их локальной плотности в их
внутренних зонах. Возможны два механизма роста:

адсорбция атома водорода на границе кластера, ес-
ли он появляется вблизи нее, и замещение позиции
внутри кластера в результате вытеснения одного из
атомов на периферию, если атом водорода появля-
ется в середине кластера. Первый процесс возмо-
жен для кластеров любого размера, второй процесс
показан для кластеров с размерами не более ше-
сти атомов. Энергетический барьер распада класте-
ров составляет около 0.6 эВ, что превышает энергию
активации диффузии одиночных адсорбированных
атомов.

4. Для процесса рекомбинационной десорбции
водорода с поверхности определяющим фактором
является межатомное расстояние в рекомбинирую-
щей паре и локальное окружение этой пары ато-
мов, а не среднее значение степени покрытия по-
верхности адсорбированными атомами H. Энергия
активации десорбции уединенной пары атомов во-
дорода, располагающихся на соседних ближайших
узлах равновесия (межатомным расстоянием d(H–
H) ≈ 2.3 Å), равна εdes ≈ 1.85 эВ. При наличии
на поверхности соседних атомов водорода, располо-
женных близко к рекомбинирующей паре, значение
энергии активации десорбция молекул H2 уменьша-
ется до значений менее εdes ≈ 1.5 эВ в зависимости
от локального окружения.

5. Для атомно-гладкой поверхности W(100) де-
сорбция адсорбированного атома H из состава плот-
ного кластера первого слоя и атома H, вышед-
шего из массива под этот слой, имеет наимень-
шую энергию активации десорбции εdes ≈ 0.9–
1.0 эВ, что обусловлено малым межатомным рас-
стоянием. Полученное значение энергии активации
для данного канала рекомбинационной десорбции
с атомно-гладкой поверхности W(100) соответству-
ет значениям энергий активации, которые харак-
терны для большинства экспериментов, например,
термодесорбции после ионного внедрения, где ли-
митирующей стадией является выход водорода из
ловушек вакансионного типа в массиве вольфра-
ма (порядка 1.0–1.4 эВ) [7, 35, 43–46]. Вероятность
остальных каналов рекомбинационной десорбции
с атомно-гладкой поверхности W(100) меньше. В
дальнейшем мы также рассмотрим влияние дефек-
тов поверхности W(100) на процесс рекомбинацион-
ной десорбции.

Результаты расчетов в данной работе приведе-
ны без учета вклада нулевых колебаний атомов во-
дорода, оценки такого вклада на основе рассчитан-
ных для некоторых конфигураций спектров коле-
баний атомов водорода на поверхности дают значе-
ния порядка десятых долей эВ/(атом H), что может
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быть важно для процессов диффузии водорода,
но слабо влияет на величину барьеров десорбции.
Сравнительный анализ на основе термодинамиче-
ского потенциала Гиббса в рамках данной работы
не проводился. Подобные расчеты с учетом конфи-
гурационного взаимодействия являются самостоя-
тельной задачей, требующей отдельного рассмотре-
ния, так как в этом случае необходим анализ всех
возможных степеней покрытия множества конфигу-
раций, в том числе неоднородных по пространству
с учетом вклада фононов в энтропию для каждой
конфигурации. Попытки подобных расчетов были
предприняты в работе [47] для однородной степени
покрытия адсорбированным водородом и для доста-
точно малого размера ячейки (2 × 2 элементарные
ячейки), моделирующей поверхность вольфрама, не
позволяющей описать возможность возникновения
на поверхности плотных кластеров из атомов водо-
рода. В данной работе мы ограничились сравнитель-
ным анализом энергетических барьеров ряда веро-
ятных процессов без учета тепловых эффектов.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации (грант № 0723-2020-0043).
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С помощью модельно-независимого подхода по экспериментальным данным диффузного рассеяния с ис-

пользованием синхротронного излучения с энергией фотонов 15 кэВ проведено сравнение спектральных

характеристик функций корреляции высот для чистой межфазной границы н-гексан–вода и при наличии

адсорбционной пленки 1-додеканола. Наблюдаемая интенсивность рассеяния в случае чистой границы

описывается диффузным рассеянием на структуре с капиллярно-волновым спектром. При наличии ад-

сорбционной пленки наблюдаемая интенсивность рассеяния, согласно проведенному анализу, в основном

обусловлена вкладом скользящего малоуглового рассеяния на приповерхностном мицеллярном слое. В

этом случае спектр приобретает специфический вид не капиллярно-волновой природы.

DOI: 10.31857/S0044451024040035

1. ВВЕДЕНИЕ

В растворимых адсорбционных пленках длин-
ноцепочечных предельных одноатомных спиртов
(1-алканолов), например, на границе предельный
углеводород–вода, с повышением температуры на-
блюдается фазовый переход жидкость–пар, при ко-
тором адсорбат практически полностью уходит в
объемную фазу углеводородного растворителя. Пе-
реход может иметь не только термотропную, но и
баротропную или лиотропную природу [1, 2]. Ранее
в работе [3] сообщалось, что термотропные переходы
в пленках 1-додеканола (С12OH) и 1-тетракозанола
(С24OH) на планарных межфазных границах н-
гексан–вода и н-гексадекан–вода соответственно ха-
рактеризуются относительно низкой величиной эн-
тальпии перехода ∆H с соответствующими значе-

* E-mail: tikhonov@kapitza.ras.ru
** E-mail: volkov.y@crys.ras.ru

ниями примерно 0.05Дж/м2 и 0.07Дж/м2. В той
же работе по экспериментальным данным рефлек-
тометрии пленок с использованием жесткого син-
хротронного излучения в рамках модельного подхо-
да была предложена структура толщиной в два–три
монослоя и, более того, обсуждался переход к полно-
му смачиванию алканольной пленкой поверхности
водной субфазы. Недавно в работе [4] с помощью
модельно-независимого подхода [5] были уточнены
параметры слоев С12OH и С24OH. Показано, что
в низкотемпературной мезофазе пленка состоит из
растворимого монослоя Гиббса 1 (рис. 1), переход-
ного диффузного жидкого слоя 2 толщиной в два–
три монослоя (примерно 50 Å) и протяженного (ши-
риной до 200 Å) слоя мицелл 4. Достаточно неожи-
данно с помощью модельно-независимого подхода к
реконструкции профиля электронной концентрации
было установлено наличие плоскости наименьшего
сближения мицеллярного слоя с межфазной грани-
цей, которая располагается на расстоянии порядка
100 Å от границы с н-гексаном или около 25 Å от ад-
сорбционной пленки (обедненный слой 3). При тер-
мотропном переходе в высокотемпературную мезо-

486



ЖЭТФ, том 165, вып. 4, 2024 Диффузное рентгеновское рассеяние...

фазу происходит уменьшение плотности и частич-
ное испарение адсорбционной пленки 1-алканола,
что также сопровождается истощением мицелляр-
ного слоя до его полного исчезновения. При этом
монослой Гиббса, в отличие от темотропного поведе-
ния нерастворимого монослоя Лэнгмюра, частично
растворяется в масляной фазе.

0

3. DEPLETED LAYER

2. DIFFUSE LAYER

4. MICELLAR LAYER

1. GIBBS MONOLAYER

z

WATER BULK

n-HEXANE BULK

Рис. 1. Строение адсорбционной пленки 1-додеканола по

данным безмодельной реконструкции [4]

Здесь мы приводим новые экспериментальные
данные по скользящему диффузному рассеянию на
границе н-гексан–вода в присутствии адсорбцион-
ной пленки С12OH, которые, в частности, незави-
симо подтверждают наличие приповерхностного ми-
целлярного слоя 4, предсказанного безмодельной ре-
конструкцией [4].

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

Образцы планарной межфазной границы
н-гексан–вода, которая ориентируется силой
гравитации, приготавливались и изучались в тер-
мостатированной ячейке из нержавеющей стали
с рентгенопрозрачными окнами из полиэтилен-
гликольтерефталата по методике, описанной в [6].
Интерфейс с геометрическими размерами поверх-
ности раздела примерно 75мм вдоль и 150мм
поперек рентгеновского луча формировался между
верхней масляной фазой объемом около 50мл и
водной фазой объемом около 100мл. Далее двухсту-
пенчатый термостат с экспериментальной ячейкой
монтировался на оптический стол рентгеновского
спектрометра, который оснащен системой активной
виброизоляции. Для предотвращения образования
газовых пузырьков на межфазной границе образец
подвергался «отжигу»: сперва температура жидко-
стей в ячейке доводилась примерно до 330К, далее
образец приводился в равновесие при заданной
температуре не менее 12 часов.

В качестве масляной фазы использовался ли-
бо очищенный путем многократной фильтрации в
хроматографической колонке предельный углево-
дород н-гексан C6H14 (Aldrich-Sigma, температура
кипения Tb ≈ 342К и плотность при T = 298К
составляет примерно 0.65 г/см3), либо раствор
С12OH в очищенном углеводороде с концентраци-
ей c ≈ 45мМоль/кг [7]. Приобретенный у Aldrich-
Sigma предельный одноатомный спирт 1-додеканол
(C12H26O, чистота > 99%) использовался в экспери-
менте без дополнительной очистки. Полная длина
молекул Ltrans 1-додеканола определяется длиной
углеродной цепи (из расчета примерно 1.27 Å на C–
C), размерами метильной -CH3 (примерно 1.5 Å) и
гидроксильной –CH2OH (около 2.4 Å) [8]. Таким об-
разом, Ltrans ≈ 18 Å.

В качестве нижней фазы использовалась ли-
бо сверхчистая деионизированная вода (Barnstead,
NanoPureUV, рН = 7, удельное электрическое со-
противление составляет около 18.2МОм·см), либо
раствор NaCl в ней с концентрацией около 5Моль/л.
Температурная зависимость для межфазного натя-
жения в случае пленки 1-додеканола на границе
н-гексан–вода при выбранном значении c опубли-
кована ранее в [3]: по ней установлено значение
температуры термотропного перехода в пленке при
Tc ≈ 310К.

Вставка на рис. 2 иллюстрирует кинематику
упругого поверхностного рентгеновского рассеяния
на межфазной границе. Ось z ориентирована вдоль
нормали к поверхности в направлении, проти-
воположном силе гравитации. В эксперименте в
плоскости yz угол скольжения α ≪ 1, угол рассе-
яния β ≪ 1, а угол в азимутальной плоскости xy

между направлением падающего луча и направле-
нием рассеяния φ ≈ 0. В этой системе координат
компоненты вектора рассеяния q = kin − ksc (где
kin, ksc — волновые вектор падающего и рассеян-
ного лучей в направлении точечного детектора)
имеют следующий вид: qx ≈ k0φ и qy ≈ k0(α

2−β2)/2

— в плоскости границы xy (k0 = 2π/λ), а вдоль
нормали qz ≈ k0(α + β).

Информация о нормальной к поверхности и ла-
теральной структуре межфазных границ н-гексан–
вода получена по данным измерений коэффициента
отражения R как функции qz при α = β и интен-
сивности диффузного рассеяния I как функции уг-
ла β при фиксированном α = α′ с использованием
монохроматического луча фотонов синхротронного
излучения с длиной волны λ = 0.825 ± 0.002 Å и
интенсивностью порядка 1010 ф/с на станции X19C
синхротрона NSLS [9]. Ранее с помощью этих мето-

487
3*



А. М. Тихонов, Ю. О. Волков ЖЭТФ, том 165, вып. 4, 2024

Рис. 2. Зависимость коэффициента отражения, норми-

рованного на функцию Френеля, от чистой границы н-

гексан–вода (квадраты, T ≈ 297К) и адсорбционной плен-

ки С12OH (кружки, T ≈ 293К). Концентрация н-алканола

в н-гексане 45 ммоль/кг. Вставка: кинематика рассеяния

на плоской межфазной границе

Рис. 3. Зависимость интенсивности рассеяния I(β) при уг-

ле скольжения α′ ≈ 0.19 ◦ от чистой границы н-гексан–

вода (квадраты, T ≈ 297К) и при наличии адсорбционной

пленки С12OH (кружки, T ≈ 293К). Линия синего цвета —

расчет по результатам модельно-независимой реконструк-

ции профиля электронной концентрации, красная линия —

расчет для капиллярно-волновой структуры

Рис. 4. Зависимость интенсивности рассеяния I(β) при уг-

ле скольжения α′ ≈ 0.29 ◦ от чистой границы н-гексан–

вода (квадраты, T ≈ 297К) и при наличии адсорбционной

пленки С12OH (кружки, T ≈ 293К). Линия синего цвета —

расчет по результатам модельно-независимой реконструк-

ции профиля электронной концентрации, красная линия —

расчет для капиллярно-волновой структуры

дик были изучены, например, структуры полимер-
ных покрытий плоской поверхности монокристалли-
ческого кремния [10], органоглиняных слоев на по-
верхности воды [11] и фосфолипидных мультислоев
на поверхности кремнеземного гидрозоля [12], а так-
же зависимость структуры адсорбционных пленок
октадеканамида на границе толуол–вода от уровня
pH водной субфазы [13].

На рис. 2 показаны зависимости R(qz), нормиро-
ванные на функцию Френеля

RF (qz) =
(qz − [q2z − q2c ]

1/2)2

(qz + [q2z − q2c ]
1/2)2

,

для чистой границы н-гексан–вода (квадраты,
T ≈ 297К) и границы с адсорбционной пленкой
С12OH (кружки, T ≈ 293К). При qz < qc ≈ 2k0αc

падающий луч испытывает полное внешнее от-
ражение R ≈ 1. Значение угла полного внешнего
отражения αc = λ

√
re∆ρ/π (где re = 2.814 ·10−5 Å—

классический радиус электрона) для границ
н-гексан–вода определяется разницей ∆ρ = ρw − ρh
в объемных электронных концентрациях в углево-
дородном растворителе ρh ≈ 0.23 e−/Å3 и водной
субфазе. Для чистой воды ρw ≈ 0.333 e−/Å3, а
для раствора соли около 0.38 e−/Å3. Таким обра-
зом, для границы н-гексан–чистая вода с пленкой
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С12OH αc ≈ 7.9 · 10−4 рад (qc ≈ 0.012 Å−1), а для
интерфейса н-гексан–раствор NaCl αc ≈ 10−3 рад
(qc ≈ 0.015 Å−1).

Отметим, что в структурном факторе границы н-
гексан–вода R(qz)/RF (qz) с адсорбционной пленкой
С12OH наблюдается пик при q′z ≈ 0.05 Å−1, который
соответствует приповерхностной структуре толщи-
ной не менее 2π/q′z ≈ 100 Å. В случае чистой грани-
цы н-гексан–раствор NaCl структурный фактор не
имеет явных особенностей.

При измерении R и I при малых углах сколь-
жения α накладываются ограничения, связанные
с вертикальным размером и расходимостью пучка
синхротронного излучения [14]. Уменьшение есте-
ственной расходимости пучка примерно с 10−4 рад
до величины порядка 10−5 рад достигалось с помо-
щью двух входных щелей с зазором в диапазоне
около 10мкм на расстоянии приблизительно 600мм,
что позволяет гарантировано облучать в экспери-
менте только плоский участок межфазной границы,
оценочная ширина которого вдоль направления рас-
пространения луча составляет около 20мм. Верти-
кальное угловое разрешение детектора при измере-
ниях R(qz) составляет ∆β ≈ 10−3 рад (щель с вер-
тикальным зазором 0.8 мм на расстоянии приблизи-
тельно 680мм от центра образца). При измерении
интенсивности рассеяния I(β) вертикальный размер
падающего луча у поверхности образца равен при-
мерно 0.05мм, а угловое разрешение точечного де-
тектора в плоскости падения ∆β ≈ 3 · 10−4 рад. Во
всех экспериментах угловое разрешение в горизон-
тальной плоскости ∆φ ≈ 10−2 рад. При этих геомет-
рических размерах падающего луча (более 5мкм в
вертикальной плоскости и около 2мм в горизонталь-
ной) усреднение значений R(qz) и I(β) в эксперимен-
те происходит по области засветки S ≤ 0.3 см2.

На рис. 3 и 4 представлены зависимости интен-
сивности поверхностного рассеяния

I(β) =
Isc(β)− Ib(β)

I0

при α′ ≈ 3.3 · 10−3 рад (примерно 0.19◦) и примерно
5 · 10−3 рад (примерно 0.29◦) соответственно от чи-
стой границы н-гексан–вода (квадраты, T ≈ 297К)
и при наличии адсорбционной пленки С12OH (круж-
ки, T ≈ 293К): Isc — число фотонов зеркально
отраженных, диффузно рассеянных поверхностью
в области засветки в центре межфазной границы
образца и объемом масляной фазы в направлении
β. Для независимого определения вклада фотонов,
рассеянных в объеме н-гексана Ib(β) по пути к гра-
нице, экспериментальная ячейка с образцом опус-

калась вдоль оси z примерно на 0.2мм так, что-
бы луч проходил заведомо чуть выше поверхности
раздела фаз. При этом величина регистрируемо-
го фона возрастает примерно до 2Ib, так как дли-
на пути рентгеновского луча в углеводородном рас-
творителе возрастает примерно во столько же раз
(Ib(β) ∼ 5 ·10−4Is(α

′)). Наконец, I0 — величина, про-
порциональная интенсивности падающего луча, ко-
торая контролировалась в эксперименте непосред-
ственно перед вхождением луча в ячейку с помо-
щью второго детектора. На кривых рассеяния са-
мый интенсивный пик соответствует зеркальному
отражению β = α′, а пик в диффузном фоне для
чистой границы при β → 0 соответствует углу пол-
ного внешнего отражения αc ≈ 10−3 рад (примерно
0.05◦) [15].

3. ТЕОРИЯ

Отражение R(qz) и рассеяние I(β) от межфазной
границы описываются в рамках формализма бор-
новского приближения искаженных волн [16]:

R(qz)

RF (qz)
= |Φ(qz)|2 (1)

и
I(q) ∝ |ψ(α)ψ(β)|2|Φ(q)|2C̄(ν), (2)

где ψ(θ) — амплитуда поля волны с поляризацией
излучения в плоскости межфазной границы, Φ —
структурный фактор межфазной границы (фурье-
образ производной распределения электронной кон-
центрации ρ вдоль оси z, усредненной по площади
засветки S):

Φ(q) =
1

∆ρ

+∞∫

−∞

〈
dρ(z)

dz

〉
eiqzdz, (3)

а C̄ — одномерная функция спектрального распре-
деления корреляций шероховатости рельефа ζ(x, y)
в плоскости границы раздела xOy [17]:

C̄(ν) =

S∫
〈ζ(0)ζ(u)〉 e2iπuνdu, (4)

где ν = |qxy|/2π — модуль проекции волнового век-
тора на плоскость интерфейса (пространственная
частота), а u — модуль вектора расстояния от точки
O в плоскости интерфейса.

В свою очередь, профиль электронной концен-
трации для адсорбционной пленки на межфазной
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границе (схема на рис. 1) может быть задан пара-
метрической n-слойной моделью на основе функции
ошибок erf(x):

〈ρ(z)〉 =
n∑

j=1

1

2
(ρj − ρj−1) erf

(
z − zj

σ
√
2

)
, (5)

с модельным параметром σ, задающим ширину гра-
ницы раздела между соседними слоями.

Для жидких поверхностей спектр шероховато-
сти C̄cap и межслойная ширина σ традиционно ин-
терпретируются в стандартной теории капиллярных
волн [18]:

C̄cap(ν) =
kBT

4π2γ(T )
· 1

ν2 +
√
(ρV g)/γ(T )

, (6)

где ρV — объемная плотность фазы, γ — поверхност-
ное натяжение, kB — постоянная Больцмана. Соот-
ветственно, эффективная высота капиллярной ше-
роховатости (капиллярная ширина)

σ2
cap = 2π

1/λ∫

1/L

C̄cap(ν)dν, (7)

где L — характерный линейный размер поверхно-
сти. В эксперименте рассеяния в жесткой области
спектра

σ2
cap =

kBT

2πγ(T )
ln

(
Qmax

Qmin

)
, (8)

т. е. наблюдаемая ширина задается коротковол-
новым пределом в спектре капиллярных волн
Qmax = 2π/a (a ≈ 10 Å — по порядку величины
межмолекулярное расстояние) и угловым разре-
шением детектора Qmin = qmax

z ∆β/2 (qmax
z ≈ 0.4

Å−1 — максимальное значение qz в эксперименте)
[19, 20].

Предполагая, что при наличии адсорбционной
пленки (см. рис. 1) шероховатости гиббсовского мо-
нослоя и мицеллярного слоя полностью некоррели-
рованы, интенсивность рассеяния можно предста-
вить как сумму компонент:

I(q) = Icap(q) + ηImic(q), (9)

где некапиллярное рассеяние на мицеллах Imic(q)

описывается аналогично выражению (2), а η —
коэффициент объемного заполнения слоя мицел-
лами. В случае мицелл сферической формы и
радиуса r, распределенных в мицеллярном слое тол-
щиной D, структурный фактор слоя можно пред-
ставить как произведение формфактора единичной

мицеллы [21] на фурье-образ распределения мицелл
по глубине:

Φ(q, r) =
sin(qr) − qr cos(qr)

(qr)3

D∫
ρ(z)

ρh
eiqzdz. (10)

В свою очередь, для статистической характеризации
некапиллярной компоненты шероховатости была ис-
пользована K-корреляционная модель [22]

C̄KC(ν) =
A

[1 +B2ν2]
(h+1)/2

, (11)

где A — нормировочный фактор в низкочастотном
пределе спектра, определяющий эффективное зна-
чение σ; B — критический корреляционный радиус
и h — фрактальный параметр.

4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

Термодинамику гиббсовской адсорбционной
пленки на межфазной границе жидкость–жидкость
описывают параметры p — давление, T — тем-
пература и c — концентрация спирта в объеме
углеводородного растворителя [23–25]. В случае
термотропного перехода (p = 1 атм и c = const)
в адсорбционной пленке 1-алканола на границе
предельный углеводород–вода на температурной
зависимости межфазного натяжения γ(T ) при Tc
наблюдается особенность (излом), которую можно
связать с изменением энтальпии

∆H = −Tc∆(∂γ/∂T )p,c.

Согласно экспериментальным наблюдениям в слоях
фторированных 1-алканолов наблюдаются тер-
мотропные фазовые превращения жидкость–пар
[26, 27], а в пленках фтор-алканолов происходит

переход твердое тело–газ [28]. Аналогичные явле-
ния обнаружены также и в адсорбционной пленке,
состоящей из смеси алканола и фтор–алканола [29].

Величина ∆H практически не зависит от объ-
емной концентрации c. Например, в работе [30]
это продемонстрировано для лиотропного перехо-
да на границе н-гексан–вода в пленке 1-эйкозанола
(C20OH). На рис. 5 проиллюстрирована зависимость
∆H от отношения m числа атомов углерода в алка-
ноле (метки у точек) к числу атомов углерода в мо-
лекуле растворителя: точки и кружки — данные для
границы н-гексан–вода, квадраты — для интерфей-
са н-гексадекан–вода. Достаточно неожиданным яв-
ляется то, что у пленок фторированных 1-алканолов
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Рис. 5. Изменение энтальпии ∆H при фазовом перехо-

де на межфазной границе предельный углеводород–вода в

адсобционной пленке длиноцепочечного спирта как функ-

ция отношения числа атомов углерода в алканоле (метки

у точек) к числу атомов углерода в молекуле растворителя

m. Точки и кружки — данные для границы н-гексан–вода,

квадраты — н-гексадекан–вода. Линии проведены для луч-

шей наглядности представления результатов

FC10OH и FC12OH, которые возгоняются при нагре-
вании на границе н-гексан–вода, значения ∆H очень
близки к изменению энтальпии нормальных спиртов
C24OH и C30OH на границе н-гексадекан–вода со-
ответственно. В работе [3] имеется более детальное
обсуждение рис. 5.

Отметим, что изменение состояния поверхности
при Tc может быть как резким, так и затянутым по
температуре переходом с образованием на границе
пространственно-неоднородных структур [31]. На-
пример, у пленки фторированного спирта FC10OH
∆H ≈ 0.15Дж/м2 наблюдаемая ширина перехода
∆Tc > 10К [32], в то время как для пленки С22OH
с относительно большим ∆H ≈ 0.7Дж/м2 диапазон
∆Tc < 0.01К [27]. Процесс дробления и перемеши-
вания низкотемпературной и высокотемпературной
фаз, которые имеют разную поляризацию поверх-
ности, вызван дальнодействующим характером па-
дения величины электрического поля E от линей-
ной границы между доменами поверхностных фаз
(E ∝ 1/l, где l — расстояние) и значительно понижа-
ет поверхностную энергию [33]. Однако близкодей-
ствующие взаимодействия ван-дер-ваальсовой при-
роды, определяющие энергию линейного натяжения
доменной границы, ограничивают рост длины одно-

Рис. 6. Компоненты спектров корреляционной функции

шероховатости C̄(ν) для капиллярно-волновой структуры

на межфазной границе (красная линия) и для мицелляр-

ного слоя (синяя линия)

мерных границ. Формально это накладывает запрет
на переход первого рода в электрическом двойном
слое на интерфейсе жидкость–жидкость [34], вместо
которого может реализоваться бесконечная цепочка
фазовых переходов (критический кроссовер) [35,36].

Ввиду малости различия в поверхностной энер-
гии низкотемпературной и высокотемпературной
фаз пленки С12OH (∆H ≈ 0.05Дж/м2) следу-
ет ожидать существование достаточно широкой
области температур ∆Tc, в которой возникает
пространственно-неоднородная структура в ад-
сорбционной пленке. Возможно, по этой причине
в высокотемпературной фазе пленки С12OH не
реализуется газовая фаза в чистом виде вплоть до
температуры кипения н-гексана при T ≈ 342К, а
наблюдается монослойная структура с плотностью
упаковки углеводородных хвостов ρC12 ≈ 0.7ρw [4]
заметно ниже электронной концентрации в высо-
комолекулярной алкановой жидкости, 0.8ρw–0.9ρw,
которая соответствует однородному неупорядочен-
ному монослою [8, 27].

В случае чистой межфазной границы н-гексан–
раствор NaCl расчетные кривые (красные линии на
рис. 2, 3 и 4) как для коэффициента отражения [16]

R(qz)

RF (qz)
= e−qzq

t
zσ

2
cap , (12)

где
qtz ≈ k0

(√
α2 − α2

c +
√
β2 − α2

c

)
,
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так и кривой рассеяния Icap(β) демонстрируют хо-
рошее согласие между капиллярно-волновой моде-
лью c одним подгоночным параметром σcap и экс-
периментом. Соответствующий модельный спектр
C̄cap при σcap ≈ 4 Å показан красной линией на
рис. 6. Значение подгоночного параметра пример-
но совпадает с величиной капиллярной ширины
(3.5±0.2) Å, установленной по данным рефлектомет-
рии границы н-гексан–вода [28]. Отметим, что σcap
более чем в два раза меньше ширины переходного
слоя (около 10 Å) на поверхности концентрирован-
ного водного раствора хлоридов металлов, о кото-
ром сообщалось в работе [37].

В случае адсорбционной пленки 1-додеканола в
экспериментальных кривых диффузного рассеяния,
помимо капиллярной компоненты, имеется домини-
рующее рассеяние от мицеллярного слоя. Расчетные
кривые I(β) от адсорбционной пленки показаны си-
ними линиями на рис. 3 и 4; модельный спектр нека-
пиллярной компоненты C̄KC(ν) представлен синей
линией на рис. 6. Синяя линия на рис. 2 соответ-
ствует структурному фактору пленки, установлен-
ному в ходе безмодельной реконструкции. Оценоч-
ный коэффициент заполнения мицеллярного слоя
составил η = 0.11, B = 4.1мкм, h = 3.6 при ра-
диусе мицеллы r ∼ 18 Å (что согласуется с оцен-
кой интегральной плотности мицеллярного слоя по
уточненным данным в [4]). Отметим, для частично
заполненного слоя (η < 1) критический радиус B со-
ответствует характерному линейному размеру рас-
сеивающих кластеров мицелл в плоскости границы
раздела; однако отсутствие дифракционных пиков
на кривых рассеяния в области β > α′ свидетель-
ствует об их неупорядоченном распределении в слое.
При этом в области шероховатости, соответствую-
щей экспериментальному интервалу углов рассея-
ния (ν = 10−6 . . . 10−3 нм−1), преобладает вклад
некапиллярной компоненты, в то время как в обла-
сти высоких частот (ν > 10−3 нм−1, β > 0.7◦) рас-
сеяние определяется капиллярными волнами непо-
средственно на интерфейсе. Оценка величины ше-
роховатости для мицеллярного слоя в соответствии
с (7) дает σ ≈ 19 Å (параметр A ≈ 7.3 · 103 нм3).
Более точное определение структуры мицеллярного
слоя требует измерения двумерных карт диффузно-
го рассеяния.

Итак, наблюдаемая интенсивность рассеяния
I(β) в случае чистой межфазной границы опи-
сывается незеркальным рассеянием на структуре
с капиллярно-волновым спектром шероховатости.
При наличии адсорбционной пленки наблюдаемая
интенсивность рассеяния, согласно проведенному

анализу, обусловлена вкладом скользящего малоуг-
лового рассеяния на приповерхностном мицелляр-
ном слое. О наличии такого слоя в структуре ин-
терфейса ранее сообщалось по результатам безмо-
дельной реконструкции профиля электронной кон-
центрации по данным рефлектометрии межфазной
границы [4]. Расчетный спектр шероховатости ми-
целлярного слоя также указывает на пространствен-
ную неоднородность распределения мицелл (класте-
ризацию) в плоскости интерфейса. Таким образом,
в присутствии адсорбционной пленки и мицелл 1-
додеканола спектр корреляционной функции высот
на межфазной границе имеет фундаментально не
капиллярно-волновую природу.

Финансирование. Работа проведена в рамках
выполнения Государственных заданий ИФП РАН
и НИЦ «Курчатовский иниститут». Теоретическая
часть работы (разд. 3 и 4) выполнена за счет гран-
та Российского научного фонда (проект № 23-12-
00200).
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Рассмотрен характер теплового излучения из слоя плотного газа, находящегося в локальном термоди-

намическом равновесии с излучением. Спектр излучения слоя газа, содержащего смесь молекулярных

газов и микрочастиц, состоит из большого числа (сотен и тысяч) пиков, которые поднимаются над

пьедесталом, отвечающим излучению микрочастиц. Исследуется изменение парциальных потоков излу-

чения при изменении концентрации одной из активных компонент. Большое значение для проводимого

анализа и расчетов имеет информация по излучательным параметрам молекул, которая содержится в

банке данных HITRAN. Показано, что модель однородной атмосферы с усреднением по спектру для од-

ной или всех компонент ненадежна при анализе изменения потока излучения в результате изменения

концентрации одной из излучающих компонент. Эта модель удобна только для оценки интегральных па-

раметров излучения газа. Модель плотного облака использует предположение, что излучение в разные

стороны слоя определяются разными пространственными областями, не влияющими друг на друга, а

также предполагает резкую границу для излучения дисперсной фазы. Эта модель работает тем лучше,

чем больше оптическая толщина слоя относительно молекулярных компонент. Точность и возможно-

сти модели плотного облака демонстрируются расчетами потоков излучения, создаваемых стандартной

атмосферой в области полос поглощения молекул углекислого газа. Показана принципиальная разница

между изменением потока излучения из оптически плотного слоя газа с меняющейся температурой при

изменении концентрации активной компоненты для однокомпонентной и многокомпонентной систем. В

однокомпонентном газе изменение парциального потока излучения в результате изменения концентра-

ции излучающей компоненты пропорционально градиенту температуры, тогда как в многокомпонентном

газе изменение парциального потока излучения данной компоненты почти компенсируется обратным из-

менением за счет поглощения другими компонентами. Показана ошибка в пять раз в климатических

моделях для изменения глобальной температуры в результате изменения концентрации атмосферного

углекислого газа, поскольку в этих моделях пренебрегается поглощением излучения дополнительного

углекислого газа молекулами воды и облаками. В дополнение к этому, представленные алгоритмы могут

стать основой для создания усилителей излучения в области лазерных переходов для углекислого газа

с длинами волн вблизи 9.5 и 10.6 мкм. Эти усилители подходят для мониторинга очагов горения на

поверхности Земли со спутников, а также двигателей и энергетических установок, использующих сжи-

гание горючих веществ. Чувствительность этих лазерных усилителей на порядки величины превышает

чувствительность современных тепловизоров, а указанные для усиления спектральные линии лазерных

переходов попадают в окно прозрачности атмосферы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Излучение плотного газа, находящегося над го-
рячей поверхностью, проявляется в разных реаль-
ных ситуациях, где это излучение определяет энер-
гетический баланс поверхности и находящегося над
ней газа. Наиболее важным примером такого типа
является излучение атмосферы Земли, которое из-
вестно как парниковый эффект атмосферы. Роль
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парникового эффекта Земли нетрудно определить,
исходя из энергетического баланса Земли. Действи-
тельно, средний поток солнечного излучения, про-
никающего в атмосферу, составляет 340 Вт/м2, и
примерно половина этого потока поглощается по-
верхностью Земли. Если считать, что поверхность
Земли излучает как абсолютно черное тело и ат-
мосфера отсутствует, то температура ее поверх-
ности согласно хакону Стефана–Больцмана равна
234 К. В реальности глобальная температура, т. е.
средняя температура поверхности Земли, составля-
ет 288 К [1].

Подобным образом излучение других планет яв-
ляется другим примером излучения плотного га-
за, когда поддерживается локальное термодинами-
ческое равновесие между полем излучением и газом,
составляющим атмосферу планеты. К этому кругу
задач следует отнести также пожар на больших пло-
щадях, в частности, горение лесов. В этих случа-
ях над горячей поверхностью образуется неоднород-
ный по температуре воздух, содержащий продук-
ты горения. Излучение этого воздуха, поглощаемое
горячей поверхностью, определяет температуру по-
верхности, что, в свою очередь, влияет на скорость
горения.

В рассмотренных случаях излучение газового
слоя, в состав которого входят молекулярные газы,
относится к инфракрасному спектру и соответствен-
но создается молекулами газа. Поэтому спектр из-
лучения газового слоя определяется колебательно-
вращательными и вращательными излучательными
переходами между состояниями молекул и состоит
из большого числа пиков, т. е. спектральных линий,
уширенных в результате взаимодействия излучаю-
щих молекул с молекулами воздуха. Отметим прин-
ципиальную роль банка данных HITRAN в анали-
зе рассматриваемых проблем, поскольку этот банк
предоставляет обширную информацию по парамет-
рам излучательных переходов в молекулах [2–4].
В частности, в компьютерную программу, исполь-
зуемую для проведенного далее анализа, включе-
ны параметры порядка десяти тысяч излучатель-
ных переходов в молекулах, взятых из банка данных
HITRAN.

Характер излучения газового слоя определяет
способ его анализа, использующий метод «линия за
линией» [5, 6], согласно которому анализ проводит-
ся для каждой частоты отдельно. Тем не менее са-
ма задача эмиссии плоского слоя газа является гро-
моздкой [7–10], поскольку включает спектр излуче-
ния газа, а также пространственные распределения
температуры и плотности излучающих компонент.

Для упрощения используются определенные моде-
ли, позволяющие сделать рассматриваемую пробле-
му прозрачной.

В данной статье мы основываемся на двух мо-
делях, сравнение и объединение которых позволяет
понять их точность при описании излучения атмо-
сферы. В первой из них, модели однородной атмо-
сферы [11], проводится усреднение по спектру из-
лучающих компонент слоя или некоторых из них.
Другая модель, модель плотного облака, относится
к реальной атмосфере [12]. В ней предполагается,
что на некотором расстоянии от границы слоя со-
средоточены плотные облака, ограничивающие об-
лать эмиссии молекулярных компонент. Сравнение
результатов этих моделей позволяет оценить точ-
ность, с которой можно вычислить как потоки из-
лучения, создаваемого разными парниковыми ком-
понентами, так и изменение потока излучения при
изменении концентрации одной из парниковых ком-
понент.

Для демонстрации конкретных выводов будем
ориентироваться на воздух стандартной атмосфе-
ры как излучающий газ. который является много-
компонентной системой и включает в себя три ос-
новных парниковых компоненты — молекулы во-
ды и углекислого газа, а также облака, состоящие
из микрокапель или микрочастиц воды. В силу пи-
ковой структуры спектра излучения используются
численные компьютерные методы для расчета по-
токов излучения из слоя воздуха. В основу расчетов
заложены плотности молекулярных компонент и их
пространственные распределения в соответствии с
моделью стандартной атмосферы [1], а граница об-
лаков следует из данных, определяющих энергети-
ческий баланс Земли [12].

Далее, для конкретных расчетов излучения ат-
мосферы мы используем компьютерную програм-
му [13], разработанную одним из авторов (Д.А.Ж.).
Она использует параметры около 15 000 излучатель-
ных переходов в атмосферных молекулах, взятых из
банка данных HITRAN. В нее закладывается опре-
деленное пространственное распределение плотно-
сти парниковых компонент, а также пространствен-
ное распределение температуры. Наряду с основ-
ными парниковыми компонентами (молекулы воды
и углекислого газа, а также облака) в ней учиты-
вается участие следовых компонент N2O, CH4, O3

в формировании излучения слоя. Эта компьютер-
ная программа была отработана на модели стан-
дартной атмосферы [1], которая далее будет также
использована.
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2. МОДЕЛЬ ПЛОТНОГО ОБЛАКА ДЛЯ
ИЗЛУЧЕНИЯ СЛОЯ МОЛЕКУЛЯРНОГО

ГАЗА

Анализ эмиссии атмосферы показывает, что
определение потока излучения из слоя оптически
активного молекулярного газа является гро-
моздкой задачей, поскольку требуется начальная
информация как о спектральных характеристи-
ках излучающего газа, так и о пространственном
распределении излучающих компонент. Модель
«линия за линией» [5, 6], в рамках которой все из-
лучательные параметры относятся к определенной
частоте фотонов ω, учитывает спектр излучения
слоя газа, который объединяется с определенным
пространственным распределением излучающих
компонент.

В силу сложности данной проблемы, анализ ко-
торой требует использования ряда параметров, бу-
дем ориентироваться на атмосферу Земли как на
один из объектов, относящихся к этой проблеме. Ат-
мосфера Земли содержит три основные парниковые
компоненты, т. е. компоненты, определяющие эмис-
сию атмосферу. Этими компонентами являются мо-
лекулы воды, молекулы углекислого газа и микро-
капли воды, которые составляют облака. Указанные
парниковые компоненты ответственны за излучение
атмосферы в инфракрасной области спектра и обес-
печивают примерно 99% потока теплового излуче-
ния атмосферы. При этом пространственное распре-
деление молекул углекислого газа совпадает с рас-
пределением молекул азота и кислорода в силу хи-
мической пассивности этих молекул. Находящиеся
в атмосферном воздухе молекулы воды участвуют
в процессах конденсации и испарения, и поэтому их
пространственное распределение в атмосфере отли-
чается от пространственного распределения моле-
кул азота и кислорода. В среднем оно может быть
установлено из анализа циркуляции воды при про-
хождении через атмосферу.

Наиболее трудной задачей является определение
пространственного распределения облаков, состоя-
щих в основном из микрокапель воды. Проблема
состоит в том, что средняя влажность атмосферы
меньше 100% и убывает с увеличением высоты. По-
этому в среднем конденсация атмосферной воды от-
сутствует, а реально она происходит в силу флуктуа-
ций температуры атмосферного воздуха в областях
с пониженной температурой. Реально конденсация
атмосферной воды происходит в результате переме-
шивания струи теплого приземного воздуха, прони-
кающего в холодные слои атмосферы [14]. Однако

попадая в теплую область атмосферы, конденсиро-
ванная вода в струях движущегося воздуха испаря-
ется. Это создает трудности в определении количе-
ства конденсированной воды и ее распределения в
атмосфере. Проблема конденсированной воды в ат-
мосфере усложнется также в силу конвекционного
движения воздуха [15].

Тем не менее имеется возможность определить
один параметр, относящийся к облакам и характери-
зующий излучение облаков в среднем. Действитель-
но, с одной стороны, на основе пространственного
распределения молекул воды и углекислого газа, а
также распределения температуры можно опреде-
лить поток излучения на поверхность Земли, созда-
ваемый этими молекулами. С другой стороны, пото-
ки излучения атмосферы, представленные в табли-
це, основаны на измерениях и включают участие об-
лаков в формировании излучения атмосферы. Срав-
нивая эти потоки, можно восстановить вклад обла-
ков в создание теплового излучения и определить
параметр облаков, связанный с этим вкладом.

В таблице приведены статистически усреднен-
ные значения потоков инфракрасного излучения,
взятые из пяти источников [16]. Указанные пото-
ки излучения являются отношением полной мощно-
сти излучательного процесса для данного канала к
площади поверхности Земли. Приведенные погреш-
ности следуют из статистического усреднения пото-
ков, полученных из разных источников.

Далее мы используем модель излучения атмо-
сферы с одним параметром облаков [12]. Именно, бу-
дем считать, что облака находятся на высотах, начи-
ная с некоторой высоты hcl, причем далее с ростом
высоты резко увеличивается оптическая плотность
облаков. В этом случае облака излучают в сторо-
ну поверхности Земли как абсолютно черное тело
с температурой T (hcl), равной температуре воздуха
на граничной высоте, Кроме того, облако отделя-
ет нижнюю часть атмосферы, так что процессы в
атмосфере выше облаков не влияют на параметры
излучения атмосферы в сторону Земли.

Таким образом, в рамках рассматриваемой моде-
ли имеем излучающий слой атмосферы между по-
верхностью Земли и нижним краем облака. Этот
слой содержит излучаемые молекулы, которые со-
здают часть потока излучения атмосферы, направ-
ленную на поверхность Земли. Учитывая, что тем-
пература атмосферы в излучающем слое слабо ме-
няется с высотой, характеризуем это излучение эф-
фективной температурой Tω для каждой частоты
излучения. Излучение для слабонеоднородного из-
лучающего плоского слоя газа, когда температура
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Таблица. Средние потоки инфракрасного излучения в энергетическом балансе Земли [16]

Канал излучения Поток энергии, Вт/м2

Эмиссия атмосферы на поверхность Земли 335± 7

Эмиссия атмосферы в окружающее пространство 217± 8

Поглощение атмосферой Земли 372± 6

Эмиссия поверхности Земли 393± 8

Прохождение через атмосферу с поверхности Земли 21± 1

воздуха мало изменяется в области пространства,
сводится к излучению слоя газа с постоянной тем-
пературой.

Тогда поток излучения Jω для заданной частоты
фотонов в рамках представленной модели определя-
ется соотношением

Jω = Iω(Tω)g(uω) + Iω(Tcl)[1− g(uω)], (1)

где uω — оптическая толщина слоя атмосферы, на-
ходящегося между поверхностью Земли и облаками,
Tcl — температура воздуха на нижнем крае облака,
g(uω) — фактор непрозрачности слоя, Iω(Tω) — рав-
новесный поток излучения, который определяется
формулой Планка [17, 18]

Iω(T ) =
~ω3

4π2c2 [exp (~ω/T )− 1]
. (2)

Входящий в формулу (1) фактор непрозрачности
слоя g(uω) в случае изотропной эмиссии фотонов,
как это имеет место в газе, определяется выражени-
ем [19]

g(uω) = 2

1∫

0

cos θ
[
1− exp

(
− uω
cos θ

)]
d cos θ (3)

и представляет собой вероятность того, что фотон
данной частоты ω, возникающий на одной из гра-
ниц слоя, движется под углом θ к поверхности и не
достигает другой границы слоя. В случае оптиче-
ски толстого слоя для данной частоты g(uω) = 1.
На основе этих выражений для потока излучения
из атмосферы на поверхность Земли имеем

J↓ =

∞∫

0

Jωdω. (4)

Значение этой величины, полученное на основе из-
мерений, приведено в таблице .

Как видно, наряду со спектральными парамет-
рами излучающих компонент слабонеоднородного

Рис. 1. Зависимость потока излучения из атмосферы на

поверхность Земли J↓ от высоты границы облаков hcl.

Кружки соответствуют пяти источникам энергетического

баланса Земли и ее атмосферы

плоского слоя для рассматриваемых расчетов пото-
ков излучения слоя газа, содержащего смесь опти-
чески активных молекул разного сорта и микроча-
стиц, требуется информация об их пространствен-
ном распределении. От точности этой информации
зависит точность и надежность конечного результа-
та. В частности, на рис. 1 представлена связь меж-
ду потоком излучения из атмосферы на поверхность
Земли J↓, являющимся параметром энергетического
баланса Земли и атмосферы, и границей облака hcl в
области значений потоков излучения от разных ис-
точников, используемых в таблице . На основе этого
может быть определена точность парциальных па-
раметров излучения атмосферы.

Отметим, что для расчета потоков излучения
слабонеоднородного по температуре слоя газа, со-
держащего несколько излучающих компонент, необ-
ходима информация относительно спектра излу-
чающих молекул и частиц, а также относительно
их пространственного распределения. Рассматрива-
емые модели позволяют оценить чувствительность
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Рис. 2. Оптическая толщина uω атмосферы между поверхностью Земли и границей облака в рамках модели плотного

облака в области нижней полосы поглощения молекул углекислого газа, hcl = 3.2 км (1); кривые 2, 3, 4 соотвеству-

ют усреднению по интервалу частот на 5 см−1 выше и ниже указанной для высоты границы облаков 3.2, 4.6, 5.6 км

соответственно

результата к характеру этих распределений.
Указанная выше компьютерная программа [13]

позволяет определить разные параметры излучения
атмосферы при заданных параметрах и распределе-
ний плотности излучающих компонент атмосферы
по высоте. Погрешность этих параметров определя-
ется диапазоном значений, в котором находится гра-
ница облаков. На рис. 2 представлена зависимость
от частоты ω оптической толщины uω атмосферно-
го воздуха для параметров стандартной атмосферы
при предельных значениях границы облака hcl для
модели плотного облака.

В дополнение к этому на рис. 3 приводится спек-
тральная зависимость потока излучения Jω стан-
дартной атмосферы в области частот, отвечающих
нижней полосе поглощения молекул углекислого га-
за с использованием модели плотного облака. Как
видно, зависимость от положения границы облака
проявляется только на границе полосы с малой оп-
тической толщиной атмосферы как слоя излучаю-
щего газа.

Предположение, используемое в модели плотно-
го облака, связано с пренебрежением связью меж-
ду областями слоя газа, отвечающими за излуче-
ние, уходящее в разных направлениях. Это предпо-
ложение выполняется для областей с большой оп-
тической толщиной слоя газа. В случае атмосферы
параметры излучения слабо зависят от положения
границы облаков. В то же время модель плотного
облака использует реальный спектр излучения га-
за. Поэтому модель плотного облака обеспечивает

тем более высокую точность описания излучатель-
ных параметров газового слоя, чем больше ее опти-
ческая толщина.

3. МОДЕЛЬ ОДНОРОДНОЙ АТМОСФЕРЫ

Модель однородной атмосферы для теплового
излучения плоского слоя многокомпонентного га-
за [11] использует усредненный по спектру излу-
чающих компонент коэффициент поглощения газа
и экспоненциальную зависимость от расстояния до
нижней границы излучающего слоя h, так что ко-
эффициент поглощения газа представляется в виде

kω(h) = k0 exp

(
−h
λ

)
, (5)

где k0, λ — параметры, описывающие излучение
рассматриваемой системы. Эти параметры опреде-
ляются внешними условиями, связанными с распре-
делением плотностей излучающих компонент по вы-
соте, и потоками излучения за пределы излучающе-
го слоя газа. В случае атмосферы Земли для это-
го используются параметры стандартной атмосфе-
ры [1] или локальной атмосферы. Потоки излучения
атмосферы в сторону Земли и в окружающее про-
странство берутся из энергетического баланса Зем-
ли и ее атмосферы, частично представленного в таб-
лице .

Для определения параметров формулы (5) ис-
пользуются только два потока из таблицы, имен-
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Рис. 3. Парциальный поток эмиссии стандартной атмосферы на поверхность Земли, рассчитанный в рамках модели

плотного облака и усредненный по ближайшим спектральным линиям. Усреднение происходит в интервале, включаю-

щем частоты на 5 см−1 больше и меньше рассматриваемой частоты. Граница облаков hcl = 3.2 (1), 4.5 (2), 5.6 (3) км

но, средние потоки излучения атмосферы на поверх-
ность Земли (J↓ = 335± 7 Вт/м2) и в окружающее
пространство (J↑ = 217± 8Вт/м2). Представим ал-
горитм определения параметров формулы (5) в рам-
ках модели однородной атмосферы. Мы рассматри-
ваем излучающий плоский слой газа как слабоне-
однородный, т. е. температура слабо изменяется в
области пространства, где формируется излучение.
Тем самым излучение слабонеоднородного слоя сво-
дится к излучению слоя газа с постоянной темпе-
ратурой. В случае модели стандартной атмосферы
температура излучения одинакова для всех частот
излучения, так что в данном случае удобно ввести
температуры излучения в направлении Земли (T↓)
и в окружающее пространство (T↑). Эти параметры
связаны с потоками излучения соотношениями

J↓ = σT 4
↓ , J↑ = σT 4

↑ , (6)

где σ = 5.67 · 10−8Вт/м2 — постоянная Стефана –
Больцмана.

Переходя к параметрам стандартной атмосферы
[1], для температуры слоев атмосферы, которые от-
ветственны за излучение в сторону Земли и в окру-
жающее пространство, имеем

T↓ = TE − dT

dh
h↓, T↑ = TE − dT

dh
h↑, (7)

где TE = 288К — температура поверхности Земли,
а dT/dh = 6.5К/км — градиент температуры для
стандартной атмосферы [1].

Введем эффективные высоты для излучения
слоя в сторону Земли (h↓) и в окружающее про-
странство (h↑) так, чтобы поток излучения абсо-
лютно черного тела с температурой на данной высо-
те совпадал с соответствующим потоком излучения.

В случае стандартной атмосферы Земли это дает
для эффективных высот, определяющих излучение
атмосферы в сторону Земли и в окружающее про-
странство,

h↓ = 1.6± 0.2 км, h↑ = 6.1± 0.3 км. (8)

В рамках данной модели имеется предельная ве-
личина для оптической толщины слоя. При этом
значения расстояний от границы слабонеоднородно-
го слоя, ответственных за излучение в сторону Зем-
ли и в окружающее пространство, следуют из соот-
ношения [20], так что оптическая толщина до соот-
ветствующей границы равняется 2/3. Отсюда полу-
чим

k0λ[1− exp(−h↓/λ)] = 2/3, k0λ exp(−h↑/λ) = 2/3.

Отсюда следует уравнение для параметра λ:

exp(−h↓/λ) + exp(−h↑/λ) = 1. (9)

В результате решения уравнения (9) получим
численные значения параметров формулы (5) для
стандартной атмосферы:

k0 = 0.50± 0.05 км−1,

λ = 4.8± 0.4 км , (10)

u = k0λ = 2.4± 0.3.

Отметим, что величина k0λ является оптической
толщиной всей атмосферы.

Из формулы (10) следует, что стандартную ат-
мосферу можно условно считать оптически толстым
слоем газа при эмиссии теплового излучения в ин-
фракрасной области спектра. Это позволяет исполь-
зовать формулы (10) для оптической толщины слоя,
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ответственного за излучение. В частности, отсюда
следует, что сквозь атмосферу проходит примерно
2± 1% потока излучения, если оно испускается изо-
тропно, или 9±2% потока излучения, если фиксиру-
ется только часть излучения, которое распространя-
ется перпендикулярно к поверхности. Согласно дан-
ным таблицы, сквозь атмосферу проходит 5.3±0.3%

потока излучения, создаваемого поверхностью Зем-
ли. Поскольку основной вклад в проходящий че-
рез атмосферу поток излучения соответствует ча-
стотам с меньшей оптической толщиной слоя, это
свидетельствует о неприменимости модели однород-
ной атмосферы для некоторых проблем эмиссии из-
лучения.

Это расхождение для прозрачности атмосферы,
измеренной для реальной атмосферы и рассчитан-
ной на основе модели однородной атмосферы, сви-
детельствует о грубости рассмотренной модели. Тем
не менее модель однородной атмосферы является
простой моделью для эмиссии слоя газа, которая
позволяет разделить оптические свойства газового
слоя и пространственное распределение излучаю-
щих компонент на основе измеренных параметров
слоя.

Однако модель однородной атмосферы по сво-
ей природе не допускает изменения концентрации
ее оптически активных компонент. Действительно,
суммарный поток излучения атмосферы, получен-
ный на основе измерений, может быть получен толь-
ко для текущего состава атмосферы, но не для изме-
ненной атмосферы. Для того чтобы преодолеть эту
трудность, далее модифицируем модель однородной
атмосферы. В этом случае из газового слоя удаляет-
ся одна из парниковых компонент. Этот остов анали-
зируется в рамках модели однородной атмосферы,
и далее к нему добавляется удаленная компонента с
ее реальным спектром. Параметры однородной ат-
мосферы подбираются таким образом, чтобы сум-
марные по спектру потоки излучения в обе стороны
от газового слоя совпадали с их реальными значе-
ниями.

Далее мы используем модифицированную мо-
дель однородной атмосферы для стандартной атмо-
сферы, из которой удален углекислый газ. В рамках
рассматриваемой модели коэффициент поглощения
kω атмосферного воздуха дается выражением

kω = k0 exp

(
−h
λ

)
+ κω(h). (11)

В случае атмосферы параметры k0, λ учитывают
поглощение молекул воды и облаков, а κω является

коэффициентом поглощения за счет молекул угле-
кислого газа.

Проанализируем стандартную атмосферу [1]
с точки зрения модифицированной модели одно-
родной атмосферы. На основе данных таблицы
поток излучения на поверхность Земли равен
J↓ = 335Вт/м2, а в окружающее пространство
составляет J↓ = 217Вт/м2. Используя спектраль-
ные данные для атмосферных молекул согласно
данным банка HITRAN и модель плотного обла-
ка, для средних суммарных по частотам потоков
излучения для атмосферы без углекислого газа
имеем J ′

↓ = 324Вт/м2 на поверхность Земли и
J ′
↑ = 221Вт/м2 в окружающее пространство .

Выполняя операции для модели однородной ат-
мосферы на основе значений для потоков излу-
чения, получим соответственно для эффективных
температур излучения в сторону поверхности Зем-
ли и в окружающее пространство T ′

↓ = 275К и
T ′
↑ = 250К, а для высот атмосферного слоя, ответ-

ственного за излучение в указанные направления,
h′↓ = 2.0 км и h′↑ = 5.9 км. Решая уравнение с эти-
ми параметрами, получим следующее значение па-
раметра формулы (11):

λ = 5.2 км. (12)

Далее, требуя, чтобы суммарные потоки излучения
атмосферы совпадали с измеренными значениями,
для второго параметра формулы (11) получим

k0 = 0.60 км−1. (13)

На рис. 4 представлена зависимость от частоты
для потока излучения стандартной атмосферы, на-
правленного на поверхность Земли. Сравнение ре-
зультатов разных моделей показывает, что поток
излучения зависит от спектра излучения для рас-
сматриваемой модели. Очевидно, парциальный по-
ток излучения атмосферы на поверхность Земли
тем больше, чем больше оптическая толщина ат-
мосферы для данной частоты. В частности, в об-
ласти окна прозрачности атмосферы, соответству-
ющей области частот 800–1200 см−1, модели плот-
ного облака соответствуют меньшие потоки излу-
чения, чем следующие из модели однородного об-
лака. Обратная ситуация имеет место при частотах
ниже 600 см−1.

4. ИЗМЕНЕНИЯ В ЭМИССИИ ПЛОСКОГО
СЛОЯ ГАЗА

Представленные выше модели ставят своей це-
лью упростить реальную ситуацию, и наша цель —
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Рис. 4. Парциальный поток Jω, излучаемый стандартной

атмосферой в области нижней полосы поглощения моле-

кул углекислого газа и падающий на поверхность Земли.

Этот поток излучения рассчитан в рамках модели плотно-

го облака со средней высотой границы облаков hcl = 4.6

км (1), а также модифицированной модели однородной

атмосферы (2)

понять, насколько точно результаты, полученные в
рамках этих моделей, соответствуют реальным ре-
зультатам. Наиболее интересным является измене-
ние излучательных параметров слоя газа при изме-
нении состава газа, т. е. как излучательные парамет-
ры слоя газа зависят от концентрации парниковых
компонент. При этом наиболее распространенной за-
дачей такого типа является расчет измененных па-
раметров стандартной атмосферы, в частности, из-
менение температуры поверхности Земли, при изме-
нении концентрации атмосферного углекислого га-
за.

Такая проблема была сформулирована Аррениу-
сом в конце 19 века и отражена в названии его рабо-
ты [21] «Влияет ли каким-либо образом на темпера-
туру Земли присутствие в атмосфере теплопоглоща-
ющих газов ?», хотя работа была посвящена анализу
экспериментов по рассеянию солнечного излучения
Луной. В процессе движения Луны меняется угол,
под которым отраженное солнечное излучение по-
падает в атмосферу Земли, что позволяет опреде-
лить оптическую толщину атмосферы для поглоще-
ния в спектре, связанном с молекулами CO2 и H2O.
Однако спектральная область, ответственная за это
рассеяние, отвечает другой полосе поглощения рас-
сматриваемых молекул.

Последующее изучение роли углекислого газа
в излучении атмосферы было инициировано новой
информацией по спектральным параметрам моле-
кул углекислого газа [22–24]. Однако в этих случа-
ях из-за ограниченной информации по излучатель-
ным параметрам молекул воды и роли конденсиро-

ванной воды в эмиссии атмосферы предполагалось,
что излучение атмосферы в инфракрасной области
спектра определяется только молекулами CO2. Это
предположение использовано в климатических мо-
делях [25], что ведет к большой ошибке в суммарном
потоке излучения слоя атмосферного слоя [26].

В настоящее время мы располагаем достаточной
доступной информацией по излучательным пара-
метрам парниковых компонент, собранных в банке
данных HITRAN [2–4]. Основываясь на современ-
ном состоянии физики атмосферы, можно заклю-
чить, что предположение об однокомпонентной из-
лучающей атмосфере нарушает закон Кирхгофа [27]
для реальной атмосферы. Действительно, согласно
закону Кирхгофа изменение концентрации одной из
компонент слоя излучающего газа и увеличение по-
тока излучения за счет этой компоненты частично
компенсируются поглощением других парниковых
компонент.

По сути дела ошибка в климатических моде-
лях связана с заменой изменения суммарного пото-
ка излучения ∆J за счет изменения концентрации
молекул CO2 дополнительным потоком излучения
∆J(CO2), создаваемом молекулами CO2. Разница
примерно в пять раз [13, 28] между этими потока-
ми излучения определяется перекрытием спектров
парниковых компонент и следует из численных рас-
четов. Ниже на простом наглядном примере пока-
жем, что причина такой большой ошибки связана с
разной природой изменений потоков ∆J и ∆J(CO2).

Этот эффект определяется наложением спектров
поглощения молекул CO2 на спектры молекул ат-
мосферной воды и микрокапель воды. Такая ин-
формация содержится в базе данных HITRAN [2–4].
Она позволяет надежно определить изменение по-
тока излучения атмосферы в результате введения
в атмосферу дополнительных молекул углекислого
газа и уменьшения потока излучения в результате
поглощения потока излучения за счет молекул во-
ды и облаков введенными в атмосферу молекулами
CO2. Второй эффект игнорируется в климатических
моделях [25], что приводит к завышению изменения
суммарного потока излучения в пять раз .

Хотя причина ошибки климатических моделей
следует из численных расчетов [26], в данной работе
будет представлена еще одна прозрачная демонстра-
ция этой причины. Рассмотрим случай оптически
толстого слоя и вычислим отношение рассматрива-
емых потоков излучения, обозначив суммарный ко-
эффициент поглощения атмосферного слоя как Kω,
коэффициент поглощения, создаваемый молекула-
ми углекислого газа, как kω, а коэффициент погло-
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щения, создаваемый введенным в атмосферу допол-
нительным углекислым газом, как ∆kω. Для оптиче-
ски толстого слоя газа используем соотношение [20],
согласно которому эффективная температура излу-
чения на данной частоте, Tω, является температу-
рой на высоте hω, для которой оптическая толщина
равна 2/3, т. е.

hω∫

0

Kωdω = 2/3. (14)

В этом случае коэффициенты поглощения для от-
ношения потоков берутся на высоте hω, и измене-
ние потока излучения ∆Jω(CO2), создаваемого до-
бавленными молекулами углекислого газа, равно

∆Jω(CO2) =
∆kωkω
K2

ω

Jω(CO2), (15)

где Jω(CO2) — поток излучения, создаваемый моле-
кулами CO2. Отметим, что для реальной атмосфе-
ры в рассматриваемом предельном случае оптиче-
ски толстого слоя атмосферы облака не дают вклада
в изменение суммарного потока излучения в рамках
модели плотного облака, а коэффициенты поглоще-
ния в формуле (15) берутся на высоте hω.

С другой стороны, изменение суммарного потока
излучения ∆Jω из атмосферы на заданной частоте
ω определяется изменением температуры излучения
∆Tω, которая связана с изменением высоты ∆hω,
ответственной за излучение на заданной частоте в
соответствии с уравнением (14). Имеем

∆Tω = −∂T
∂h

∆hω =
∂T

∂h

∆kω
kωKω

, (16)

где мы считали, что величина ∆kω не зависит от
высоты. В частности, для стандартной атмосферы
имеем

∂T/∂h = 6.5К/км.

Основываясь на формулах (1) и (16), для изменения
суммарного потока излучения ∆Jω получаем

∆Jω =
∂Jω
∂Tω

∆Tω =

= Jω
~ω

T 2
ω[1− exp(−~ω/Tω)]

∣∣∣∣
∂T

∂h

∣∣∣∣
∆kω
kωKω

. (17)

Отсюда находим отношение добавки к потоку из-
лучения ∆Jω(CO2), создаваемого молекулами угле-
кислого газа, к изменению суммарного потока излу-
чения ∆Jω на заданной частоте ω:

ηω =
∆Jω(CO2)

∆Jω
=

k2ω
Kω

T 2
ω[1− exp(−~ω/Tω)]

~ω|∂T/∂h| . (18)

Выполним оценку на основе формулы (18), ори-
ентируясь на частоту центра перехода между основ-
ным и нижним колебательными состояниями моле-
кулы CO2, для которого ~ω = 667 см−1. Для опре-
деленности примем kω = Kω/2. Взяв в качестве па-
раметра этой формулы Kω = 1 км−1, что согласно
уравнению (14) соответствует эффективной высоте
излучения hω = 2/3 км и эффективной температуре
излучения Tω ≈ 284К, а оптическая толщина атмо-
сферы между поверхностью Земли и облаками рав-
на uω ≈ 4. Тогда на основе формулы (18) получаем
ηω = 3.3. Если, сохраняя значения других парамет-
ров, выбрать Kω = 2 км−1, повторяя выполненные
операции, получим ηω = 6.8. Эти значения по поряд-
ку величины совпадают со средним значением этого
параметра ηω = 5.2 [13, 28]. Отметим, что оба при-
мера отвечают большой оптической толщине слоя.

Как видно, изменение потока излучения
∆Jω(CO2), создаваемого молекулами углекислого
газа, и изменение суммарного потока излучения
∆Jω определяются разными причинами. Отноше-
ние потоков (18) велико при слабой зависимости
температуры атмосферы от высоты. Отношение ηω
превращается в бесконечность, если температура
атмосферного воздуха не меняется с высотой.
Кроме того, наибольшая разница между рассчитан-
ными изменениями потоков излучения в результате
изменения концентрации парниковых компонент
в атмосфере имеет место в оптически плотных
областях спектра, где увеличение концентрации
данной компоненты вызывает частичное погло-
щение потока излучения, создаваемого другими
компонентами.

На рис. 5 представлено парциальное отношение
потоков ηω в области спектра поглощения молекул
углекислого газа. Данные рис. 5 подтверждают при-
веденный выше вывод, что рассматриваемое отно-
шение тем больше, чем выше оптическая толщина
атмосферы. Действительно, введем среднее значе-
ние отношения ηω для заданного интервала частот
в соответствии с формулой

ηω =
1

ω2 − ω1

ω2∫

ω1

ηωdω, (19)

где ω1, ω2 — граничные частоты для рассматривае-
мого интервала частот. Возвращаясь к рис. 5, имеем
для среднего отношения ηω = 5.6 на основе данных
рис. 5 (верхняя панель), значение ηω = 3.3 в соответ-
ствии с данными рис. 5 (средняя панель), а также
ηω = 3.2 при использовании данных рис. 5 (нижняя
панель). Среднее значение рассматриваемого пара-
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Рис. 5. Отношение парциальных потоков излучения

ηω = ∆Jω(CO2)/∆Jω, создаваемых молекулами углекис-

лого газа, и суммарного потока излучения, который рас-

считан в рамках модели плотного облака с границей обла-

ков hcl = 4.6 км: верхняя панель — область нижней полосы

поглощения молекул углекислого газа; средняя и нижняя

панели — полосы частот поглощения, используемые в ла-

зерах на углекислом газе

метра по всей области поглощения молекул углекис-
лого газа составляет

ηω = 5.0. (20)

Эти значения совпадают со средним значением это-
го параметра, который определяется как [13, 28]

ηω
′ =

∆Jω
∆Jω(CO2)

= 5.2± 0.2.

Здесь изменение суммарного потока излучения
усредняется по частотам.

Таким образом, имеем две модели для анализа
параметров излучения слоя активного газа, включа-
ющего смесь молекулярных газов, именно, которые
тестируются на стандартной атмосфере Земли. К
ним относятся модель плотного облака и модифици-
рованная модель однородной атмосферы. На рис. 6
приводится изменение парциального потока излуче-
ния ∆Jω при удвоении концентрации углекислого
газа в атмосфере, рассчитанное на основе указан-
ных моделей. Как видно, при некоторых частотах
рассматриваемые параметры атмосферы существен-
но расходятся, т. е. парциальные излучательные па-
раметры атмосферы зависят от спектра излучения.

Отсюда следует, что модель плотного облака яв-
ляется предпочтительной при анализе излучения
смеси молекулярных газов, включающих микроча-
стицы, поскольку эта модель учитывает реальный
спектр молекулярных газов. При этом в первую оче-
редь речь идет о слое, характеризующемся высо-
кой оптической плотностью. Чтобы понять зависи-
мость параметров излучения от используемых пара-
метров моделей, на рис. 7 представлено изменение
эффективной температуры стандартной атмосферы
при удвоении концентрации молекул углекислого га-
за для разного положения границы облаков.

В дополнение к этому на рис. 8 приводятся пар-
циальные изменения потока излучения стандартной
атмосферы ∆Jω при удвоении концентрации моле-
кул углекислого газа, а также при удалении углекис-
лого газа из атмосферы для разного положения гра-
ницы облаков в рамках модели плотного облака. Ис-
пользованные значения границы облаков отвечают,
в соответствии с данными рис. 1, значениям потоков
излучения из атмосферы на поверхность Земли, ко-
торые использованы при построении энергетическо-
го баланса Земли, представленного в таблице . Как
следует из данных этого рисунка, зависимость ре-
зультата от положения границы облаков тем слабее,
чем выше оптическая толщина атмосферного слоя
между поверхностью Земли и облаками.

На рис. 9 приведена зависимость изменения пол-
ного потока излучения стандартной атмосферы от
положения границы облаков для модели плотного
облака при удвоении концентрации углекислого га-
за, а также при удалении углекислого газа из ат-
мосферы. Для высот границы облаков, полученных
для разных вариантов энергетического баланса Зем-
ли и ее атмосферы, удвоение концентрации углекис-
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Рис. 6. Изменение парциальных потоков излучения ∆Jω при удвоении концентрации молекул углекислого газа в стандарт-

ной атмосфере в областях поглощения молекул углекислого газа: 1 — модель плотного облака; 2 — модифицированная

модель однородной атмосферы

Рис. 7. Изменение эффективной температуры излучения ∆Tωпри удвоении концентрации молекул углекислого газа в

стандартной атмосфере в нижней полосе поглощения молекул углекислого газа, Использована модель плотного облака

с границей облаков hcl = 3.2 (1), 4.6 (2), 5.6 (3) км

лого газа ведет к увеличению потока эмиссии из ат-
мосферы, которое находится в интервале между 1.2

и 1.7 Вт/м2. Изъятие углекислого газа из атмосфе-
ры приводит к уменьшению потока эмиссии атмо-

сферы в диапазоне между 8 и 13 Вт/м2.

Изменение потока излучения атмосферы на по-
верхность Земли ∆J↓ в результате изменения кон-
центрации атмосферного газа может быть переведе-
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Рис. 8. Изменение парциальных потоков излучения ∆Jω

при удвоении концентрации молекул углекислого газа

(1, 2, 3) в стандартной атмосфере в области нижней по-

лосы поглощения молекул углекислого газа, а также

при изъятии углекислого газа из атмосферы. Исполь-

зована модель плотного облака для границы облаков

hcl = 3.2 (1), 4.6 (2), 5.6 (3) км, а также в случае изъя-

тия углекислого газа из атмосферы при высоте облаков

hcl = 3.2 (4), 4.6 (5), 5.6 (6) км

Рис. 9. Изменение суммарного по частотам увеличения по-

тока излучения из стандартной атмосферы на поверхность

Земли ∆J↓ при удвоении концентрации атмосферного уг-

лекислого газа (нижняя кривая), а также его уменьшение

при полном изъятии углекислого газа из атмосферы (верх-

няя кривая) в зависимости от положения границы облаков

но в изменение температуры поверхности Земли ∆T

посредством параметра чувствительности климата
S [29, 30]. Этот коэффициент пропорциональности
между изменением глобальной температуры и из-
менением потока излучения на поверхность Земли
на основе проведенных исследований примем рав-
ным S = 0.5м2·К/Вт) [29–32], хотя это значение ха-
рактеризуется большой погрешностью. В результа-
те для изменения глобальной температуры, которая
следует из удвоения концентрации углекислого газа
в атмосфере, получим

∆T = 0.6± 0.1K, (21)

причем указанная погрешность учитывает только
различие между параметрами энергетического ба-
ланса, которые следуют из разных источников. По-
грешность, связанная с переводом изменения потока
излучения на поверхность Земли в изменение гло-
бальной температуры, выше и, согласно [12], состав-
ляет 0.3K. При этом климатические модели ведут к
следующему значению для данной величины:

∆T = 3.0± 1.5K. (22)

Отметим, что реальное изменение глобальной
температуры за последние полтораста лет следует
из усреднения локальных температур, полученных
на основе измерений примерно 6000 метеостанций,
а также спутников в последние десятилетия [33].
Рост глобальной температуры наблюдается, начи-
ная с восьмидесятых годов. Если сравнить скорость
изменения глобальной температуры со скоростью
роста концентрации углекислого газа, то, согласно
измерениям, для изменения глобальной температу-
ры при удвоении концентрации атмосферного угле-
кислого газа [33–37] получим

∆T = 2.1± 0.4K. (23)

Как следует из сравнения формул (21) и (23), рост
концентрации углекислого газа в атмосфере яв-
ляется вторичным фактором в росте глобальной
температуры, а результат климатических моделей
в несколько раз превышает наблюдаемое значение
этой величины.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сложность анализа теплового излучения слоя
молекулярного газа с дисперсной фазой при дав-
лениях порядка атмосферного связана со сложным
спектром эмиссии газа. При температурах порядка
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комнатной спектр излучения этой системы включа-
ет сотни и тысячи уширенных спектральных линий
молекул в виде пиков, которые находятся над непре-
рывным пьедесталом, создаваемым дисперсной фа-
зой, т. е. находящимися в газе частицами или кап-
лями. Проведенный анализ показал, что модель с
усреднением по спектру не подходит при рассмот-
рении задач, результаты которых зависят от спек-
тральных параметров газа. В частности, модель од-
нородной атмосферы с усреднением по спектрам мо-
лекул подходит только для оценки интегральных из-
лучательных параметров смеси газов.

Рассмотрим физические объекты, для которых
представленный выше анализ может быть полезен.
В первую очередь, это атмосфера Земли, исполь-
зуемая выше для демонстрации и анализа отдель-
ных аспектов проблемы, а также атмосферы других
планет. Существенно, что в этом случае имеется на-
дежная информация о разных параметрах излуче-
ния молекул в буферном газе при давлении поряд-
ка атмосферного, которая собрана в банке данных
HITRAN [2–4] и доступна. Тогда в рамках метода
«линия за линией» [5, 6] может быть установлена
связь между спектральными параметрами излуче-
ния локальной атмосферы и эффективной темпе-
ратурой области пространства, определяющей эмис-
сию на данной частоте, и плотностью излучающих
молекул или частиц в данной области.

Другой тип физических объектов, где необходим
рассматриваемый спектральный анализ, относится
к протяженным пожарам леса и складов, когда тол-
щина слоя нагретого газа значительно меньше про-
тяженности области воздуха, нагретого пожаром. В
этом случае характер переноса излучения, испуска-
емого нагретой областью, определяет вертикальные
размеры этой области, от чего, в свою очередь, за-
висит скорость горения.

Развитие этих методов позволяет проводить бо-
лее тонкие измерения, основанные на спектроско-
пии излучаемого молекулярного газа. Еще полве-
ка назад инфракрасная диагностика позволяла ре-
шать специальные задачи военного характера [38],
в частности, при мониторинге океана со спутников
выделять на поверхности океана струи повышенной
температуры, образованные в результате движения
подводных лодок, и обнаруживать атмосферные за-
грязнители. Эта диагностика использовалась также
в сенсорных системах для разведки и наблюдения.
Современные тепловизоры с высоким разрешением
в инфракрасной области спектра позволяют опреде-
лять со спутников координаты отдельных двигате-
лей и других очагов выделения углекислого газа.

При этом отметим, что углекислый газ явля-
ется удобным объектом для исследования. Моле-
кулы углекислого газа характеризуются высокой
стабильностью и обычно образуют газ, поскольку
фазовые переходы в другие агрегатные состояния
происходят при более низких температурах. Шири-
на спектральной линии, отвечающая определенно-
му колебательно-вращательному переходу, при ат-
мосферном давлении составляет примерно 0.1 см−1,
тогда как расстояние между соседними линиями
равно примерно 1.5 см−1. Кроме того, отношение ин-
тенсивностей излучения в центре спектральной ли-
нии и посередине между соседними линиями состав-
ляет 40. Это указывает на возможность разделить
соседние линии и идентифицировать их.

Далее, наиболее удобной областью спектра по-
глощения молекул углекислого газа для мониторин-
га со спутников являются полосы с центрами, соот-
ветствующими лазерным переходам с длиной волны
9.5 и 10.6 мкм. Эти линии попадают в окно прозрач-
ности атмосферы в диапазоне длин волн 8–12 мкм.
Согласно закону Вина эти переходы происходят наи-
более интенсивно при температурах 400–500 К. Осо-
бая роль углекислого газа в мониторинге энергети-
ческих процессов на поверхности Земли и выше яви-
лась причиной того, что спектральная область по-
глощения молекул углекислого газа использовалась
для демонстрации полученных результатов.

Рассмотрим одно из приложений, связанное с
рассматриваемыми проблемами. Большой бедой на-
шего времени стало горение лесов в сухую погоду,
особенно в таких труднодоступных местах, как Си-
бирь и Дальний Восток. Если оставить в стороне
поджоги, очаги возгорания формируются в течение
долгого времени под землей на глубине несколь-
ко метров, где находятся органические остатки и
теплоотвод ограничен. Подземное горение лимити-
руется проникновением кислорода в зону горения,
и поэтому формирование очага горения составляет
несколько суток. Далее горение выходит наружу и
с высокой скоростью распространяется по поверхно-
сти Земли.

Мониторинг очагов подземного горения может
быть осуществлен со спутников или дронов в безоб-
лачную погоду, когда они в основном формируют-
ся, на основе тепловизоров. Однако спектральные
приборы, работающие как усилители излучения в
области лазерных переходов для углекислого газа
с длиной волны 9.5 и 10.6 мкм, имеют на порядки
величины более высокую чувствительность, тем бо-
лее, что эти линии попадают в окно прозрачности
атмосферы.
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С помощью метода Ньюмена –Яниса получено новое вращающееся решение «черная дыра» (ЧД) в гра-

витации c нелокальными поправками. Предложен способ учета поправок от квантовой гравитации при

моделировании теней ЧД с использованием вращающихся метрик ЧД. Метод применим и для других

нелокальных моделей с аналогичной структурой ЧД-решений. Показано, что в будущем при увеличении

точности наблюдений и, следовательно, необходимости более точного их теоретического моделирования

в некоторых случаях удобнее учитывать полевые и/или нелокальные поправки вместо введения новых

полей.

DOI: 10.31857/S0044451024040059

1. ВВЕДЕНИЕ

Идея использования нелокальных членов в дей-
ствии расширенных моделей гравитации обсуждает-
ся довольно продолжительное время [1]. Использо-
вание такого подхода дает еще одну возможность по-
строить модель темной энергии. Нелокальные кон-
струкции использовались, например, в моделях Рэн-
далл – Сандрума [2]. Отметим, что рассмотрение
нелокальных членов позволило установить новые
ограничения на гравитационные модели, используя
данные физики высоких энергий [3]. Таким образом,
нелокальные операторы появляются в эффективном
действии квантовой гравитации:

* E-mail: alexeyev@physics.msu.ru

L = R + c1R
2 + c2RµνR

µν + c3RµναβR
µναβ +

+ αR log
✷

µ2
R+ βRµν log

✷

µ2
Rµν +

+ γRµναβ log
✷

µ2
Rµναβ , (1)

где R — скаляр Риччи, Rµν и Rµναβ — тензоры Рич-
чи и Римана соответственно, ci, α, β и γ — числовые
коэффициенты, определенные в [4]. Решения вида
«черная дыра» для действия (1) получено и имеет
вид (в сигнатуре (−,+,+,+))

ds2 = −ftdt2 + frdr
2 + r2dΩ2, (2)

где ft, fr — метрические функции,

ft ≃
(
1− 2GnM

r

)
− α̂~G2

nM

r3
+O(G3

n),

fr ≃
(
1− 2GnM

r

)−1

− β̂~G2
nM

r3
+O(G3

n).

Величины α̂ и β̂ — это линейные комбинации ка-
либровочных коэффициентов из табл. 1 в работе [4],
M — масса черной дыры (ЧД), Gn — эффективная
гравитационная постоянная.
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Подчеркнем несколько важных моментов.
Структура нелокальных действий в разных тео-
риях может иметь похожий вид, поэтому и их
ЧД-решения будут аналогичны. Наиболее пер-
спективным и хорошо разработанным решением
подобного типа является уравнение (2). Особенность
его в наличии комбинаций вида GnM , т. е. масса
ЧД M умножается на квантовый коэффициент Gn.
С учетом реальной массы Sgr A* разница между
этими двумя величинами составит по порядку
величины 1044, поэтому влияние нелокальной части
будет исчезающе малым. Однако продолжение
моделирования теней черных дыр важно для того,
чтобы а) разработать модельно-независимый подход
к учету эффектов квантовой гравитации; б) найти
способ учета нелокальных членов для действий
аналогичной структуры, но с коэффициентами
другого порядка, чтобы применять предложенную
схему для теоретического моделирования теней ЧД
с дополнительными степенями свободы без добав-
ления новых полей. Аналогично простая оценка
применимости метрики (2) со значениями из [4] для
описания ускоренного расширения Вселенной (для
расчета радиуса разворота [5]) дает отрицательный
результат по той же причине, о которой говорилось
выше: малости вклада поправок.

Далее, как легко видеть из уравнения (2), ЧД
сферически-симметрична, содержит следующие сте-
пени разложения. Поскольку изображения теней
ЧД при увеличении точности способны дать допол-
нительную информацию и о структуре теории гра-
витации (например, о «приливном заряде» [6–11]),
представляется интересным использовать послед-
ние результаты проекта Event Horizon Telescope
(EHT) [12]. Важно, что оба объекта, полученные на
EHT, представляют собой вращающиеся ЧД. Меж-
ду тем обсуждаемая нами метрика из [4] представ-
ляет собой невращающуюся ЧД. Таким образом,
чтобы повысить точность теоретических предсказа-
ний, необходимо получить решение керровского ти-
па на основе существующего, а после использовать
для моделирования полученную метрику керровско-
го типа.

Для выполнения заявленной программы статья
построена следующим образом. Раздел 2 посвящен
получению вращающейся метрики, в разд. 3 мы об-
суждаем особенности теней для вращающихся мет-
рик, в разд. 4 изложены результаты нашего моде-
лирования теней черных дыр в рамках метрики (2)
с вращением, в разд. 5 проведено сравнение наших
результатов для Sgr A* с полученными от Event

Horizon Telescope, а разд. 6 содержит обсуждение по-
лученных результатов и выводы.

2. ПОЛУЧЕНИЕ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ
РЕШЕНИЯ

2.1. Использование метода Ньюмена– Яниса

Для получения вращающейся версии метрики
черной дыры часто используют алгоритм [11, 13],
рассматривающий вращающийся случай как обоб-
щение невращающегося и названный алгоритмом
Ньюмена – Яниса [14]. Следуя алгоритму, в качестве
первого шага метрику необходимо представить в ко-
ординатах Эддингтона – Финкельштейна (u, r, θ, φ),
используя преобразование

dt =

√
fr
ft
du+ dr. (3)

Тогда метрику (2) можно переписать как

ds2 = −ftdu2 − 2
√
frftdudr + r2dΩ2. (4)

Далее, вводим комплексную тетраду

ea = (lµ, nµ,mµ,m∗µ).

Условия для тетрады задаем в виде

ηab =




0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



, (5)

и далее

lµ = δµr ,

nµ =

√
1

frft
δµu − 1

2fr
δµr ,

mµ =

√
1

2r2

(
δµθ +

i

sin θ
δµφ

)
,

m∗µ =

√
1

2r2

(
δµθ − i

sin θ
δµφ

)
.

Для включения в рассмотрение вращения вводим
комплексное преобразование в виде

r → r
′

= r − ia cos θ,

u→ u
′

= u+ ia cos θ,
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где a — угловой момент. После применения преоб-
разования функции ft, fr и квадрат радиальной ко-
ординаты r2 примут вид

fr → F̃r(r, θ, a), (6)

lim
a→0

F̃r(r, θ, a) = fr, (7)

ft → F̃t(r, θ, a), (8)

lim
a→0

F̃t(r, θ, a) = ft, (9)

r2 → ρ2 = r2 + a2 cos2 θ. (10)

Следуя рассуждениям [15], необходимо заметить,
что преобразования (6)–(9) не являются полностью
однозначными, необходимы дополнительные усло-
вия. Обычно полагают, что grt = grφ = 0. Тогда
преобразованная тетрада примет вид

lµ′ = δµr′ , (11)

nµ′ =

√
1

F̃rF̃t

δµu′ −
1

2fr
δµr′ , (12)

mµ′ =

√
1

2ρ2

(
δµθ + ia sin θ(δµu′ − δµr′) +

i

sin θ
δµφ

)
. (13)

Используя уравнения (5) и (11)–(13), получим мет-
рику с учетом вращения:

ds2 = − F̃tdu
2 − 2

√
F̃rF̃tdudr + ρ2dθ2 −

− 2a sin2 θ(

√
F̃rF̃t − F̃t)dudφ+

+ 2a sin2 θ

√
F̃rF̃tdrdφ +

+sin2 θ

(
ρ2+a2sin2 θ(2

√
F̃rF̃t−F̃t)

)
dφ2. (14)

На последнем шаге необходимо использовать преоб-
разование координат

du = dt+ χ1(r)dr,

dφ = dϕ+ χ2(r)dr.
(15)

Следуя [15], берем χ1(r) и χ2(r) в виде

χ1 = −fr(ω + a2)

r2 + a2fr
, (16)

χ2 = − fra

r2 + a2fr
, (17)

ω = r2
√

1

frft
. (18)

Таким образом, окончательный вид метрики кер-
ровского типа для обсуждаемой теории имеет вид

gtt = − 1

ρ2

[
(ω + a2)2

(f−1
r r2 + a2)

− a2 sin2 θ

]
,

gtφ = − 1

ρ2

[
(ω + a2)a

(f−1
r r2 + a2)

− a

]
,

gφφ = − 1

ρ2

[
a2

(f−1
r r2 + a2)

− 1

sin2 θ

]
,

gθθ =
1

ρ2
, grr =

f−1
r r2 + a2

ρ2
.

(19)

Здесь

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ,

fs = 1− 2MGn

r
,

fex =
~G2

nM

r3
,

ω = r2

(
1 +

(α̂+ β̂)fex
2

)
.

2.2. Уравнение Гамильтона –Якоби

Для уравнений траекторий фотонов в окрест-
ности вращающейся черной дыры необходим вид
функций Sr(r) и Sθ(θ) из уравнения Гамильто-
на – Якоби. В случае изотропных геодезических это
уравнение примет вид

gµν
∂S

∂xµ
∂S

∂xν
= 0. (20)

Так как полученная метрика не имеет явной зависи-
мости от координат t и φ, существуют две сохраня-
ющиеся величины: E = −pt и Lz = pφ (энергия и уг-
ловой момент фотона относительно оси симметрии).
Поэтому для разделения переменных ищем решение
в виде

S = −Et+ Lzφ+ Sr(r) + Sθ(θ). (21)

Из уравнения (20) легко видеть, что уравнения для
pr и pθ разделяются:

ρ4(ṙ)2

E2
= R(r), (22)

ρ4(θ̇)2

E2
= Θ(θ), (23)

где

R(r) =
(
ω + a2 − aλ

)2 − (f−1
r r2 + a2)

[
η + (a− λ)

2
]
,

Θ(θ) = η + cos2 θ

(
a2 − λ

sin2 θ

)
. (24)
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Здесь η = Q/E2, λ = Lz/E, Q — картеровская по-
стоянная разделения.

Для вычисления сферической орбиты фотона
необходимо решить уравнения

R = 0, (25)

dR
dr

= 0. (26)

Подставляя уравнение (24) в (25) и (26), находим
решение для λ и η в виде

λ =
ω + a2

a
− 2ω′

a

(f−1
r r2 + a2)

(f−1
r r2)′

, (27)

η =
4(f−1

r r2 + a2)

(f−1
r r2)′

2 ω′2 − 1

a2

[
ω − 2(f−1

r r2 + a2)

(f−1
r r2)′

ω′

]2
,

где штрихами обозначены производные по r. На-
конец, рассматривая плоскость, перпендикулярную
направлению к удаленному наблюдателю, коорди-
наты тени можно записать как

x′ = − λ

sin θ0
, (28)

y′ = ±
√
η + a2 cos2 θ0 −

λ2

tg2 θ0
, (29)

где θ0 — телесный угол между плоскостью вращения
черной дыры и лучом зрения наблюдателя.

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕНИ
ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ЧЕРНОЙ ДЫРЫ:
ОСОБЕННОСТИ УЧЕТА ВРАЩЕНИЯ

С использованием языка Python проведено чис-
ленное моделирование тени для метрики черной ды-
ры (19). С помощью выражений (28) и (29) рассчи-
тывались координаты X и Y на картинной плос-
кости. Метрика (19) использовалась с различными
значениями как параметра вращения a, так и попра-
вочных коэффициентов α и β.

Как показано ранее [16], тень вращающейся чер-
ной дыры обладает следующими признаками.

1. Горизонтальное смещение. Смещение тени
вдоль положительной оси x может быть найдено с
помощью выражения

D =
xmin + xmax

2
, (30)

где xmin и xmax — минимальное и максимальное зна-
чения координаты x тени ЧД.

2. Асимметрия. При больших значениях пара-
метра вращения a появляется асимметрия тени [11]:

горизонтальный диаметр становится меньше верти-
кального, который остается примерно постоянным.
Таким образом, мерой асимметрии является гори-
зонтальный диаметр тени:

∆x = xmax − xmin, (31)

где xmax и xmin — минимальная и максимальная ко-
ординаты x.

3. Диаметры. Обозначаем горизонтальный
диаметр как

∆x = xmax − xmin = xR − xL, (32)

где введены обозначения L и R для крайней левой и
крайней правой точек края тени. Аналогично опре-
деляем вертикальный диаметр:

∆y = ymax − ymin = yT − yB = 2yT , (33)

где B и T — нижняя и верхняя точки края тени.
Из-за симметрии тени yB = yT , и на рис. 1 a показа-
на связь между ∆y, ∆x и точками R,L, T и B.

4. Круговая аппроксимация. Поскольку тень
является почти круглой, в работе [17] предложено
использовать точки T , R, B как точки, лежащие на
окружности. Первой наблюдаемой величиной явля-
ется радиус тени rs. В качестве второй наблюдаемой
величины вводим параметр искажения

δcs = ∆cs/rs, (34)

где ∆cs — расстояние от окружности до точки L на
тени (показано на рис. 1 b).

Рис. 1. Предельные значения тени R, L, T и B, а также

диаметры тени ∆x и ∆y (a). Наблюдаемые rs и ∆cs, по-

лученные из окружности, проведенной через точки T , R и

B (b)
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Рис. 2. Профили тени черной дыры при различных a для случая метрики Керра и различных фиксированных полей при

угле наклона плоскости вращения θ0 = π/2

4. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕНИ ЧЕРНОЙ
ДЫРЫ ДЛЯ МЕТРИКИ (19)

После нескольких предварительных замечаний
можно приступить к расчету зависимости разме-
ра тени от α и β. Применяя гравитационные по-
правки к метрике стабильной звезды, удовлетворя-
ющей уравнению Толмена – Оппенгеймера – Волкова
[18], мы вводим новые переменные α = α̂ и β = β̂,
которые являются модельно-независимыми.

Необходимо отметить, что в качестве примеров
мы используем значения коэффициентов из [4]. Та-
ким образом, получены изображения теней ЧД для

M = 11) и различных значений a для метрики Керра
и ее расширения, определенные в [18] (в скалярном
поле ξ = 1/3), см. рис. 2. Угол плоскости вращения
равен θ0 = π/2. Заметим две основные особенности:
во-первых, тень смещается от оси симметрии с уве-
личением a и, во-вторых, тень становится асиммет-
ричной вдоль направления x для больших значений
a. Обе особенности исчезают при a→ 0, когда круг-
лая тень для метрики Шварцшильда восстанавлива-
ется. Также заметим, что при угле θ0 = π/2 размер

1) Поскольку в реальном случае M = 10
44, эффект исчеза-

ет, как было указано во Введении.
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Рис. 3. Зависимости смещения D (a) и параметра искажения δ (b) от параметра вращения a для случая метрики Керра

и различных фиксированных полей при угле наклона плоскости вращения θ0 = π/2

Рис. 4. Профили тени черной дыры при различных a для

случая поля примера 2 при угле наклона плоскости враще-

ния θ0 = π/6 (Sgr A*)

тени не меняется из-за вращения (поскольку верти-
кальный диаметр остается неизменным).

По результатам моделирования теней черных
дыр были получены значения эффективных ради-
усов теней rs (см. таблицу).

Таблица. Значения параметров α и β, а также эф-

фективных радиусов теней rs

Тип решения α β rs

Керр 0 0 5.196

Пример 1 0.0318 0.0318 5.193

Пример 2 0.0849 -0.1273 5.228

Пример 3 0.1698 -0.2546 5.259

Пример 4 4.52 -1.846 5.813

Рис. 5. Зависимости размера тени rs от параметра враще-

ния a для случая метрики Керра и различных фиксирован-

ных полей при угле наклона плоскости вращения θ0 = π/6

(Sgr A*). Красной линией выделена область, которая про-

тиворечит результатам наблюдения Sgr A*, зеленой — раз-

решенная

Поскольку EHT были получены ограничения на
размер тени черной дыры (4.3M < rs < 5.3M) [19],
можно отбросить последний вариант в таблице (при-
мер 4).

Перейдем к детальному анализу изображений те-
ней вращающихся черных дыр, а именно смещения
D и параметра искажения δ. На рис. 3 a показаны за-
висимости смещения D от параметра вращения a во
всех обсуждаемых ранее случаях: с увеличением мо-
дуля значений параметров α и β смещение становит-
ся меньше (единственное исключение — это сильное
вращение a = 0.98 и значение для случая примера
1, что, скорее всего, связано с тем, что коэффици-
ент β в данном случае положителен, а в остальных
случаях отрицателен). Также в случае больших зна-
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Рис. 6. Зависимости смещения D (a) и параметра искажения δ (b) от параметра вращения a для случая метрики Керра

и различных фиксированных полей при угле наклона плоскости вращения θ0 = π/6 (Sgr A*)

чений модуля коэффициентов α и β смещение ли-
нейно зависит от параметра вращения a. Однако на
практике данный параметр невозможно определить
корректно, поскольку нет информации о точном на-
чале координат для данной метрики. Теперь перей-
дем к параметру искажения δ (рис. 3 b). Больше все-
го тень отличается от сферической формы в случае
примера 1. При этом в случае примера 4 при боль-
ших модулях α и β тень даже при больших значе-
ниях параметра вращения a остается практически
сферически-симметричной.

5. ОГРАНИЧЕНИЯ ОТ РЕЗУЛЬТАТОВ
НАБЛЮДЕНИЙ SGR A*

Теперь перейдем непосредственно к сравнению с
результатами фотографирования черной дыры Sgr
A*. В [19] показано, что наиболее вероятные зна-
чения параметра вращения a — это 0.5 и 0.94. Эти
предположения оказались возможны, поскольку Sgr
A* находится в нашей галактике и удалось получить
данные по орбитам звезд вокруг этой ЧД. На рис. 4
показаны профили теней черной дыры Sgr A* из
данных EHT (наклон плоскости вращения θ0 = π/6,
значения параметра вращения a равны 0.5 и 0.94).
Также, для сравнения, показан случай с a = 0. Как
можно заключить из профилей теней, в случае дан-
ного угла наклона форма тени искажается незначи-
тельно, но при этом радиус тени меняется. Начнем
с анализа размера тени ЧД (рис. 5). В отличие от
случая θ0 = π/2, при θ0 = π/6 размер тени зави-
сит от параметра вращения a. Как следует из гра-
фика, ограничения EHT проходят все поля (зеленая
область), кроме поля из примера 4 (уже в красной
области). Теперь перейдем к смещению D (рис. 6 a).

Заключаем, что смещение значительно меньше, чем
в рассмотренном в разд. 4 случае. Что касается па-
раметра искажения δ (рис. 6 b), максимальное иска-
жение получится при a = 0.94 и равно около 5–8%
(кроме случая примера 4). При этом при параметре
вращения a = 0.5 искажение составит около 1.5%.

6. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В данной работе с помощью алгоритма Нью-
мена – Яниса было получено вращающееся решение
для модели квантовой гравитации с действием (1).
Проведено моделирование тени ЧД для вращаю-
щейся метрики для чисто квазикерровского слу-
чая и с учетом дополнительных полей в пределе
M = 1. Для более наглядного представления резуль-
татов выбран угол θ0 = 90◦, поскольку в этом слу-
чае тень больше деформируется при сильном вра-
щении. Из ограничений на размер тени [12] отбро-
шен случай примера 4 (rs = 5.813 при максимально
разрешенном 5.3). Также показано, что при боль-
ших значениях a при всех возможных полях, кро-
ме примера 4 (который уже отброшен), тень чер-
ной дыры сильно деформируется. Для метрики ти-
па Керра и примера 1 деформация составляет око-
ло 10–11%, а для примера 2 и примера 3 — 5–8%.
Для фиксации этой деформации требуется гораз-
до меньшее разрешение, чем для фиксации изме-
нения размера тени из-за поправок второго и тре-
тьего порядков, как было показано ранее [6–10]. В
обсуждаемом приближении M = 1 поправки и вра-
щение вносят противоположные друг другу вклады
и, следовательно, могут компенсировать друг дру-
га. Таким образом, в будущем при повышении точ-
ности наблюдений и, следовательно, теоретического
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воспроизведения новых результатов можно было бы
учитывать нелокальные члены (если они имеют по-
рядок, приближающийся к массе ЧД) вместо введе-
ния новых полей.

С помощью результатов EHT [19] показано, что
наиболее вероятный угол наклона для Sgr A* состав-
ляет θ0 = 30◦, а наиболее вероятные значения a —
это 0.5 и 0.94. Нами показано, что в упомянутом
случае (в гипотетическом случае M = 1) тень де-
формируется несущественно. При a = 0.94 дефор-
мация составит около 5–8% (кроме примера 4), а
при a = 0.5 — около 1.5%. Поэтому при дальнейшем
улучшении разрешающей способности можно будет
точно определить параметры вращения Sgr A*. Так-
же при данном наклоне плоскости вращения размер
тени зависит от параметра вращения a, что также
поможет определить его значение при лучшей точ-
ности наблюдений.

В итоге нами предложен алгоритм учета нело-
кальных гравитационных эффектов при моделиро-
вании теней ЧД. Алгоритм не зависит от ультрафи-
олетового предела теории квантовой гравитации и
может быть легко масштабирован на другие нело-
кальные теории.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского научного фонда (грант №23-22-
00073).
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При производстве SERS-подложек используют два основных подхода к формированию массива плазмон-

ных наночастиц: фотолитографию и химические методы, каждый из которых имеет свои преимущества

и недостатки. Возможен еще способ термического испарения в вакууме, который и был выбран для

анализа методом компьютерного моделирования. Для этого применялась молекулярно-динамическая

имитация процессов кристаллизации массива бинарных наночастиц Ag–Au, позволяющих плавно регу-

лировать длину волны плазмонного резонанса. Было создано три массива наночастиц Ag–Au диаметром

2.0, 4.0 и 6.0 нм различного целевого состава от Ag90Au10 до Ag50Au50, которые подвергались проце-

дуре охлаждения из расплава с различным темпом отвода термической энергии. В ходе моделирования

формирования внутреннего строения наночастиц Ag–Au были сделаны выводы о зависимости данных

процессов от целевого состава, размера и уровня термического воздействия. На основе полученных за-

кономерностей были предложены корректировки технологического процесса создания SERS-подложек с

использованием бинарных наночастиц Ag–Au.

DOI: 10.31857/S0044451024040060

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящий момент металлические наномате-
риалы различного вида уже широко используются
в многочисленных областях науки и техники из-за
наличия особенных, по отношению к соответству-
ющим объемным телам, каталитических, магнит-
ных, оптических и механических свойств. Рассмот-
рим только одну из возможных сфер их приложе-
ния, а именно применение в нанооптике. Здесь нано-
частицы ряда металлов из-за явления локализован-
ного поверхностного плазмонного резонанса (LSPR)
могут служить в качестве своеобразных антенн для
передачи энергии электромагнитных волн [1,2], что
представляет самый широкий простор их техниче-
скому применению [3]. Другим хорошо известным
способом использования плазмонных наноструктур
считается поверхностное комбинационное рассеяние
света (SERS) [1]. При этом увеличение чувстви-

* E-mail: sgafner@rambler.ru

тельности SERS-структуры может быть достигнуто
за счет роста энергии падающей электромагнитной
волны благодаря усилению поля вблизи поверхно-
стей наночастиц также из-за локализованного плаз-
монного резонанса. Однако эти особенности поведе-
ния металлических наночастиц сильно зависят от
способа синтеза наноматериалов, поскольку имен-
но он определяет их окончательную форму, размер,
внутреннее строение, состав и химическую стабиль-
ность.

Сконцентрируемся далее на вопросе строения по-
лучаемых в ходе различного вида синтеза наноча-
стиц. Предполагается, что монометаллические нано-
частицы имеют три основные структурные формы:
декаэдрическую (Dh), кубооктаэдрическую (ОЦК,
ГЦК или ГПУ) и икосаэдрическую (Ih). В ико-
саэдре основной упор делается на формировании
плоскостей (111), что приводит к самой низкой по-
верхностной энергии, но подразумевает большую
внутреннюю деформацию ядра наночастицы. В слу-
чае кубооктоэдрона такой деформации ядра нет, а
значительная большая поверхностная энергия час-
тицы наблюдается в основном из-за образования
плоскостей (111) и (100). Декаэдр имеет умерен-
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ную внутреннюю деформацию и меньшие по раз-
меру фасеты также из плоскостей (111) и (100), яв-
ляясь фактически промежуточной формой между
икосаэдром и структурой, характерной для объем-
ной фазы. Таким образом, в случае монометалли-
ческих наночастиц наблюдается следующее явное
соотношение между поверхностными энергиями γ:
γ(111) < γ(100) < γ(110).

Добавление в наночастицу второго металла
приводит к существенному изменению ее физико-
химических свойств, что выражается и в изменении
ее морфологии. Экспериментальные и теоре-
тические данные демонстрируют значительные
флуктуации в термодинамике и процессах структу-
рообразования малых нанокластеров даже в случае
добавления в них только одного примесного атома.
При этом наносплавы могут представлять более
разнообразный спектр внутреннего строения, вклю-
чая и неправильную морфологию (треугольные,
шестиугольные, квазиудлиненные пластины и т. д.)
[4, 5]. Также оно может быть смешанного или раз-
деленного по химической фазе типа [6], например,
представлять собой структуру ядро-оболочечного
вида, в которой ядро одного атомного сорта по-
крыто оболочкой второго химического элемента
[7, 8]. Могут быть сформированы и янус-подобные
частицы, где разные металлы сплава разделены
в двух половинках единой наночастицы. Кроме
того, наночастицы, синтезированные физическими
методиками, в основном при вариации конденсации
из газовой фазы, часто представляют собой множе-
ство некристаллических структур. В целом можно
сказать, что с точки зрения строения и формы о
биметаллических наночастицах все же известно
сравнительно мало.

Нанокристаллы благородных металлов (Au, Ag)
привлекли большое научное внимание в нанооптике
из-за уникальных характеристик локализованного
поверхностного плазмонного резонанса, демонстри-
руя LSPR-полосу в видимой области спектра. При
этом их коэффициент экстинкции оказался как ми-
нимум на три-четыре порядка выше, чем у любой
органической молекулы. Следовательно, данные на-
номатериалы представляют собой привлекательные
преобразователи, например, для разработки коло-
риметрических биосенсоров [9].

Сейчас именно наночастицы золота (Au НЧ) по-
лучили наибольшее распространение благодаря их
хорошо освоенному синтезу, высокой химической
стабильности и биосовместимости. Однако, по срав-
нению с Au НЧ, наночастицы серебра (Ag НЧ) то-
го же размера имеют гораздо более высокий коэф-

фициент экстинкции и их использование, таким об-
разом, может значительно улучшить чувствитель-
ность наночастиц. До сих пор огромный потенци-
ал наночастиц серебра использовался недостаточ-
но, в основном из-за легкого химического разложе-
ния в результате окисления и плохой коллоидной
стабильности в отсутствие органического покрытия
[10]. Однако эти покрытия не подходят для сенсор-
ных приложений, поскольку они изолируют метал-
лическое ядро от окружающей среды, что предот-
вращает сдвиг полосы LSPR, который обычно ис-
пользуется для обнаружения присутствия аналита.
Поэтому одним из путей решения данной пробле-
мы может стать формирование бинарных наноча-
стиц Ag–Au, которые ожидаемо должны обладать
большей химической стабильностью за счет присут-
ствия атомов золота на поверхности.

Отметим, что на величину локализованного по-
верхностного плазмонного резонанса влияет мно-
жество факторов. В первую очередь это, конеч-
но, размер. Так, при увеличении средней величины
частиц в массиве максимальное положение LSPR-
пика смещается в сторону длинных волн [11]. Но
материал наночастиц воздействует на положение
LSPR-максимума даже в большей степени. Изме-
нение среднего диаметра частиц от D = 7 нм до
D = 60 нм позволяет варьировать положение LSPR-
максимума в диапазоне порядка 50 нм. Однако при
плавном изменении состава наночастиц сплава Ag–
Au от Ag к Au его можно варьировать уже в пре-
делах порядка 120 нм [1]. Теоретическое моделиро-
вание [12] показывает, что λmax в спектрах погло-
щения сферических наночастиц Ag–Au практически
линейно зависит от их состава, т. е. от молярного со-
отношения металлов в частице.

Таким образом, бинарные наночастицы сплава
золота и серебра представляют большой практиче-
ский интерес в связи с возможностью настройки
спектрального положения и амплитуды LSPR пу-
тем изменения состава, размера, формы, структуры
и диэлектрического окружения наночастиц. Кор-
ректировка целевого химического состава наноспла-
ва открывает дополнительный путь для управле-
ния оптоэлектронными свойствами, а также может
улучшить практически важные характеристики на-
ночастиц. Поскольку система Ag–Au представляет
собой ряд непрерывных твердых растворов, появ-
ляется возможность плавного изменения положения
LSPR-максимума в диапазоне длин волн, соответ-
ствующих чистому Ag и чистому Au, путем выбора
процентного соотношения компонентов [2].

5 ЖЭТФ, вып. 4
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Помимо этого, при плазмонных эффектах огром-
ную роль играет качество и вид строения наноча-
стицы. Достижение конкретной морфологии частиц
зависит исключительно от правильного сочетания
прекурсоров, а также подходящего подбора темпе-
ратуры [13]. Таким образом, целью данной рабо-
ты было исследование методами компьютерного мо-
делирования процессов формирования внутреннего
строения наночастиц бинарного сплава Ag–Au в за-
висимости от их целевого состава, размера и уровня
термического воздействия в ходе имитации некото-
рых методик физического синтеза.

2. КОМПЬЮТЕРНАЯ МОДЕЛЬ

Для физически корректного решения поставлен-
ной задачи необходимо, прежде всего, определить
методику исследования. Несомненно, результаты
реальных экспериментов являются именно тем фак-
тором, который позволяет проверить наши предпо-
ложения и гипотезы. Но в случае анализа терми-
ческой эволюции малых наночастиц (нанокласте-
ров) не все так однозначно. В конечном итоге экспе-
риментально было зафиксировано, что внутреннее
упорядочение наночастиц даже при комнатной тем-
пературе является очень сложным процессом, зави-
сящим от размера частиц и свойств окружающей
среды.

На наш взгляд, наиболее подходящим способом
получения интересующей нас информации может
стать компьютерное моделирование. Данная мето-
дика позволяет варьировать в самых широких пре-
делах целый ряд как внутренних, так и внешних па-
раметров нанокластеров (размер, форму, начальное
строение, температуру, темп подвода/отвода терми-
ческой энергии и т.д.), что дает нам широкий про-
стор для возможных модельных опытов, часто недо-
стижимый при проведении реальных эксперимен-
тов. В качестве основы моделирования был выбран
метод молекулярной динамики (МД), который яв-
ляется достаточно адекватным с точки зрения опре-
деления структур металлических наночастиц с ин-
тересующим нас размером.

Другим важным моментом моделирования ре-
альных систем является выбор правильной формы
межатомного взаимодействия. Как показала прак-
тика, применение EAM-потенциала (метод погру-
женного атома) при имитации малых металличе-
ских наночастиц не может считаться особо успеш-
ным в силу базовых особенностей построения тако-
го рода взаимодействия. В случае достаточно боль-

ших частиц такой метод способен дать адекватные
результаты, но при анализе изучаемых нами малых
нанокластеров полученные на его основе данные пе-
рестают быть физически корректными.

Поэтому в представленной работе компьютер-
ное моделирование наночастиц Ag–Au проводилось
с использованием модифицированного потенциала
сильной связи TB-SMA [14], хорошо зарекомендо-
вавшего себя при исследовании внутреннего строе-
ния нанокластеров различных химических элемен-
тов. Метод основан на том, что большая груп-
па свойств переходных металлов может быть пол-
ностью определена из плотности состояний внеш-
них d -электронов. Второй момент плотности состо-
яния есть µ2 и экспериментально установлено, что
энергия когезии металлов пропорциональна ширине
плотности состояний, которая в приближении вто-
рых моментов есть просто

√
µ2. Если принимаются

во внимание только ddσ-, ddπ- и ddδ-орбитали, то,
согласно данной модели, зонная энергия атома i мо-
жет быть записана как функция

Ei
B = −


∑

j

ξ2αβe
−2qαβ(rij/rαβ

0 −1)




1/2

, (1)

которая зависит только от расстояния между ато-
мами i и j, т. е. rij , и формально является тем же
самым, что и функция погружения в методе погру-
женного атома. Кроме того, модель имеет слагае-
мое, отвечающее за отталкивающее взаимодействие,
в виде суммы борн-майеровских парных ионных по-
тенциалов:

Ei
R =

∑

j

Aαβe
−pαβ(rij/rαβ

0 −1), (2)

где α и β — различные типы атомов. Таким образом,
полная энергия системы имеет вид

EC =
∑

j

(
Ei

R + Ei
B

)
. (3)

Значения величин ξαβ , pαβ, Aαβ , qαβ и rαβ0 , а также
радиус обрезания потенциала rc, определяют пара-
метры элементов системы и взяты непосредственно
из работы [14]. Величины ξαβ , pαβ, Aαβ и qαβ на-
ходятся подгонкой к экспериментальным значени-
ям энергии когезии, параметру решетки, объемному
модулю В и упругим постоянным C44 и C′.

Потенциалы, разработанные в [14], очень хоро-
шо зарекомендовали себя при моделировании си-
стем в кристаллическом состоянии и прошли по-
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дробную успешную проверку по многим показате-
лям. В частности, было проведено сравнение с экс-
периментальными данными ряда параметров точеч-
ных дефектов (вакансий, междоузлий и их малых
комплексов), ряда термодинамических свойств ме-
таллов (температуры плавления, теплоты перехо-
да, теплоемкости, коэффициента теплового расши-
рения, константы Грюнайзена и т. д.), а также фо-
нонных спектров. Отметим, что рассчитанные в [14]
характеристики в сравнении с экспериментальными
результатами имеют расхождение не более 3–5%.

Температура системы определялась посредством
средней кинетической энергии атомов, рассчитан-
ной при помощи скоростного алгоритма Верле [15]
с шагом по времени 1.0 фс. В качестве начальных
объектов были использованы сферические класте-
ры, получаемые при вырезании из идеальной кри-
сталлической решетки Ag, в которых часть атомов
серебра была случайным образом заменена атома-
ми золота в интересующем нас целевом процентном
соотношении.

Также важным аспектом моделирования явля-
ется взаимодействие системы с тепловым резервуа-
ром. Для метода молекулярной динамики естествен-
ным является микроканонический (NVE) ансамбль,
для которого постоянной величиной является энер-
гия. Для подобных целей был предложен и развит
целый ряд специальных методик, и в частности тер-
мостат Андерсена, который использовался нами при
вычислениях.

Данный термостат применяется для моделирова-
ния процесса плавного изменения температуры с за-
данной скоростью. Для решения такой задачи ато-
мы НЧ Ag–Au испытывают случайные столкнове-
ния с некими виртуальными объектами, имитиру-
ющими атомы холодного инертного газа. Эффект
столкновений проявляется в том, что скорость НЧ
Ag–Au понижается случайным образом по сравне-
нию с распределением Максвелла – Больцмана при
предыдущей температуре. В нашем случае скорость
охлаждения атомов рассматриваемого металла кон-
тролируется частотой их столкновений с атомами
теплового резервуара. Далее на основе термоста-
та Андерсена была проведена процедура плавного
охлаждения НЧ Ag–Au к комнатной температуре
с тремя различными темпами отвода термической
энергии. Диапазон имитируемых скоростей терми-
ческого воздействия составлял от 0.25 · 1012 К/с до
1.25 ·1012 К/с, что соответствовало времени модели-
рования 2.5 нс и 0.5 нс соответственно. Данный диа-
пазон скоростей является типичным для рассматри-
ваемых в работе задач, что подтверждается, к при-

меру, исследованием [16].
Моделирование проводилось с использованием

компьютерной программы MDNTP, разработанной
Dr. Ralf Meyer, University Duisburg Germany. Да-
лее при помощи визуализаторов OVITO и xmakemol
определялись реальный внешний вид и структура
изучаемых наночастиц.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В последние несколько десятилетий большое ко-
личество исследований было посвящено контроли-
руемому синтезу наночастиц благородных металлов
с однородной морфологией и размером. Так, бы-
ли существенно развиты следующие методы про-
изводства: сольвотермический [17–19], электрохими-
ческий [20, 21] и фотохимический [22], позволяю-
щие получать металлические НЧ с различным пра-
вильным внутренним строением. Например, Мир-
кин и др. провели трансформацию нанокристаллов
серебра из сферических в икосаэдрические [23]. Ян
и др. успешно получили разветвленные нанокри-
сталлы золота с настраиваемыми характеристика-
ми локального поверхностного плазмонного резо-
нанса (LSPR) и использовали полученные Au НЧ в
качестве субстрата для количественного определе-
ния концентрации гема в цитозоле эритроцитов че-
ловека [24]. При этом структура синтезированных
наночастиц исследовалась методами просвечиваю-
щей электронной микроскопии (ПЭМ), рентгенов-
ской абсорбционной спектроскопии тонкой структу-
ры (EXAFS) и рентгеновской дифракции.

Если же рассматривать подготовку SERS-
подложек, то здесь существует два основных
подхода. Первый является наиболее точным и пред-
полагает использование методов фотолитографии.
Он позволяет формировать высокоупорядоченные
нанообъекты, расположенные на поверхности с
заданными одинаковыми размерами НЧ и опреде-
ленными расстояниями между ними. Естественно,
такие структуры имеют высокий SERS-эффект
и наилучшую воспроизводимость результатов
измерений. Единственным недостатком таких
SERS-подложек является большая трудоемкость
изготовления и неизбежно высокая стоимость.
Второй подход заключается в формировании нано-
частиц из растворов химическими методами, что
является самым простым и дешевым способом.
Данный метод позволяет достаточно хорошо кон-
тролировать размер частиц, однако перенос этих
частиц на поверхность твердого тела с образовани-
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ем упорядоченного массива плохо воспроизводим.
Часто наночастицы бесконтрольно хаотично накап-
ливаются в агломераты, что делает невозможным
воспроизведение результатов измерений на таких
поверхностях [1].

Однако упорядоченные массивы НЧ на SERS-
подложках можно формировать и физическим ме-
тодом термического испарения в вакууме. Частицы
в таких массивах имеют разный диаметр, но их рас-
пределение является гауссовым, при этом средний
размер частиц хорошо контролируется и воспроиз-
водится [1,2], так же как и расстояние между ними.
Этот способ занимает промежуточное положение по
сравнению с двумя указанными выше методиками.
Он значительно дешевле и менее трудоемок по срав-
нению с литографическим методом, более точен и
воспроизводим, чем химический.

Так как для моделирования процессов форми-
рования строения бинарных наночастиц Ag–Au был
выбран именно данный вариант подготовки SERS-
подложки [1, 2], то рассмотрим его более подробно.
Исходный конденсат из атомов Ag и Au получался в
результате испарения серебряной и золотой навесок
и далее сформированные из газовой фазы частицы
осаждались на инертную поверхность. Испаренные
в вакуум из точечного источника атомы сохраня-
ли высокую температуру, поскольку траектории их
движения являются расходящимися, а концентра-
ция атомов в вакууме мала. Все это делает обмен
энергией между ними маловероятным [2]. Объеди-
нение атомов в димеры также приводит к резкому
росту кинетической энергии в системе, что дает ана-
логичный резкий рост температуры. То есть когда
два отдельных атома сталкиваются с образованием
устойчивой связи между ними, часть энергии связи
трансформируется в кинетические степени свободы,
что и вызывает рост температуры [25, 26]. По этой
причине при конденсации методом [1, 2] мы фак-
тически имеем дело с воздействием горячего пото-
ка из наночастиц на поверхность осаждения. Дан-
ный момент синтеза представляется нам достаточ-
но важным, так как на подложку наносятся бинар-
ные наночастицы Ag–Au именно в разупорядочен-
ном, аморфном состоянии.

Как было показано в [2], начальный конденсат
в этом случае представлял собой массив небольших
отдельно расположенных частиц довольно сложной
формы, не являющейся сферической. Далее полу-
ченные образцы были подвергнуты отжигу в ваку-
уме при остаточном давлении 1 · 10−5 Торр в тече-
ние 60 мин, что привело к трансформации массива
частиц произвольного внешнего вида в массив НЧ с

формой, близкой к сферической [2], который затем
и охлаждался к комнатной температуре. Подобный
результат фиксировался и в других опытах [27, 28].

Для компьютерной имитации указанных выше
процессов нами были созданы три первичных масси-
ва НЧ Ag–Au с идеальным ГЦК-строением диамет-
ром 2.0, 4.0 и 6.0 нм различного целевого состава от
Ag90Au10 до Ag50Au50. Затем наночастицы бинарно-
го соединения Ag–Au были нагреты с целью полного
разрушения дальнего порядка в них до температур
T = 1500 К, что исключало наличие остаточных за-
родышей кристаллической фазы в НЧ. После про-
цесса формирования массива НЧ Ag–Au с первич-
ным аморфным строением он подвергался процеду-
ре плавного охлаждения с регулируемым темпом от-
вода тепловой энергии до температуры 300 К.

Проведенное моделирование показало, что даже
при незначительном добавлении в Ag-кластер при-
меси золота, результат может достаточно сильно
отличаться от случая химически чистого металла.
Приведем вначале наши данные для Ag НЧ, под-
вергнутых точно такой же компьютерной имитации
[29]. Здесь была исследована зависимость процент-
ного соотношения появления аморфных и кристал-
лических структур от размера кластера и скоро-
сти вывода тепла из модельной системы. Анализ ре-
зультатов, полученных при охлаждении нанокласте-
ров серебра различного диаметра из расплавленно-
го состояния, показал, что существует явная зави-
симость процесса формирования кристаллической
или аморфной структуры от скорости отвода тер-
мической энергии. Ограничимся здесь рассмотрени-
ем только двух предельных имитировавшихся ско-
ростей охлаждения. При низком темпе отвода теп-
ловой энергии, соответствующем времени охлажде-
ния τ = 2.0–2.5 нс, все Ag НЧ (D = 2.0–10.0 нм)
обладали явно выраженной кристаллической струк-
турой (Ih, Dh, ГЦК/ГПУ). При уменьшении време-
ни охлаждения до 0.5 нс наблюдалось существенное
снижение процента возникновения кристаллических
модификаций. Так, при диаметре Ag НЧ D = 2.0 нм
аморфным строением обладало примерно 30% на-
ночастиц, при D = 4.0 нм — уже порядка 40%, а
НЧ с D = 6.0 нм давали всплеск вероятности появ-
ления аморфных структур в 80–90%. Однако даже
при такой высокой скорости отвода тепловой энер-
гии лишь при диаметре кластера D = 10.0 нм все
исследуемые кластеры стабильно обладали разупо-
рядоченным строением.

В табл. 1–3 представлены результаты проведен-
ного моделирования уже для бинарных частиц Ag–
Au диаметрами 2.0, 4.0 и 6.0 нм соответственно.
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Таблица 1. Результаты моделирования процесса кристаллизации нанокластеров Ag–Au различного целевого соста-

ва диаметром 2.0 нм в зависимости от времени охлаждения. Проценты фиксации структур даны с округлением

Целевой состав Ag50Au50 Ag60Au40 Ag70Au30 Ag80Au20 Ag90Au10

Время охлаждения, нс 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5

Доля аморфных кластеров, % 90 70 70 100 70 60 100 90 70 70 90 40 50 50 10

Доля кристаллических кластеров, %

Ih 10 – 10 – 10 30 – – 20 10 10 50 40 30 80

Dh – 20 20 – – 10 – 10 – 20 – – 10 10 –

ГЦК/ГПУ – 10 – – 20 – – – 10 – – 10 – 10 10

Рис. 1. (В цвете онлайн) Примеры кристаллических структур нанокластеров Ag90Au10 диаметром 2.0 нм, полученные

в ходе охлаждения из расплава: Ih (a), ГЦК/ГПУ (б), Dh (в). Разный цвет атомов серебра определяется стандартной

CNA-методикой (common neighbors analyze), анализирующей число связей каждого атома в первой, второй и третьей

координационных сферах. Так, атом красного цвета обозначает, что его координационное число в первой сфере меньше

12, атом желтого цвета — что его координационное число в первой сфере равно 12, но во второй меньше значения,

характерного для плотноупакованных структур (ГЦК, ГПУ). Атомы синего цвета показывают, что их координационные

числа в первой, второй и третьей координационных сферах соответствуют ГЦК-структуре, а зеленого — ГПУ

Видно, что добавление атомов золота в Ag НЧ при
времени охлаждения из расплава τ = 2.5 нс по-
влияло только на самые малые НЧ Ag–Au диамет-
ром D = 2.0 нм, где с ростом процентного содер-
жания атомов золота наблюдался аналогичный рост
вероятности появления аморфной фазы, доходящий
до своего максимального значения в 60–70%. При
D = 4.0 и 6.0 нм аналогично Ag НЧ аморфная фаза
при этой скорости отвода тепловой энергии не фик-
сировалась, несмотря на то, что целевой состав ме-
нялся до своего максимального значения Ag50Au50.

При времени охлаждения τ = 0.5 нс влияние до-
бавки второго химического элемента оказалось уже
более существенным. Так, в случае Ag НЧ с D = 2.0
нм аморфная фаза наблюдалась в 30%, а для бинар-
ной наночастицы Ag–Au в 50–100% модельных опы-

тов, плавно увеличивая вероятность своего появле-
ния с возрастанием процентного содержания атомов
золота. С ростом размера НЧ Ag–Au тенденция со-
хранялась, но уже с ростом минимального процента
фиксации аморфной фазы. То есть при такой высо-
кой скорости отвода тепловой энергии добавление в
Ag НЧ атомов золота привело к практически линей-
ному увеличению вероятности появления аморфно-
го строения.

Попробуем объяснить полученный результат.
Для этого проанализируем поведение Au НЧ при
тех же условиях компьютерного эксперимента [30].
Как и ожидалось, процесс формирования струк-
туры Au НЧ также сильно зависел от скорости
охлаждения. Основной тенденцией было увеличение
процента появления аморфных структур с ростом
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Таблица 2. Результаты моделирования охлаждения нанокластеров Ag–Au из расплава различного целевого соста-

ва диаметром 4.0 нм в зависимости от времени охлаждения. Проценты фиксации структур даны с округлением

Целевой состав Ag50Au50 Ag60Au40 Ag70Au30 Ag80Au20 Ag90Au10

Время охлаждения, нс 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5

Доля аморфных кластеров, % 100 80 – 100 100 – 90 80 – 80 50 – 60 10 –

Доля кристаллических кластеров, %

Ih – – 30 – – 30 – – 20 – – 20 10 10 40

Dh – 10 30 – – 20 – – 20 – 20 50 – 30 50

ГЦК/ГПУ – 10 40 – – 50 10 20 60 20 30 30 30 50 10

Рис. 2. (В цвете онлайн) Примеры кристаллических структур нанокластеров Ag50Au50 диаметром 4.0 нм, полученные

в ходе охлаждения из расплава: Ih (a), ГЦК/ГПУ (б), Dh (в). Разный цвет атомов серебра определяется стандартной

CNA-методикой, анализирующей число связей каждого атома в первой, второй и третьей координационных сферах. Так,

атом красного цвета обозначает, что его координационное число в первой сфере меньше 12, атом желтого цвета — что

его координационное число в первой сфере равно 12, но во второй меньше значения, характерного для плотноупакован-

ных структур (ГЦК, ГПУ). Атомы синего цвета показывают, что их координационные числа в первой, второй и третьей

координационных сферах соответствуют ГЦК-структуре, а зеленого — ГПУ

темпа охлаждения. Причем если для кластеров
с диаметром до 2.4 нм этот процент был относи-
тельно не высок (≈ 10%), то для частиц размером
2.5–3.4 нм он колебался уже в интервале от 40%
до 60%, а у более крупных кластеров (D = 4–5 нм)
увеличивался до ≈ 80% (τ = 0.5 нс). Данный
результат объясняется, прежде всего, тем, что
системам с большим числом атомов оказывается
недостаточно времени для формирования опре-
деленной кристаллической структуры, из-за чего
и наблюдается такой большой процент фиксации
разупорядоченных частиц.

Таким образом, можно прийти к выводу, что
внедрение атомов золота в Ag НЧ оказывает явное
дестабилизирующее воздействие на создание упоря-
доченного внутреннего строения в бинарной нано-

частице Ag–Au [31,32]. Но так как атомарная пере-
стройка имеет здесь диффузионный характер, силь-
но зависящий от температуры, то в случае прове-
денного нами моделирования кристаллизации би-
нарных частиц Ag–Au из расплава времени охла-
ждения может не хватить для завершения данно-
го процесса, из-за чего и наблюдается «заморозка»
аморфной фазы. Также очевидно, что чем больше
процент атомов золота, тем более вероятным бу-
дет именно разупорядоченное состояние, по крайней
мере, при высоком темпе отвода термической энер-
гии. Следовательно, для того чтобы НЧ Ag–Au на
SERS-подложке были в упорядоченном кристалло-
графическом состоянии при любом целевом соста-
ве, необходимо использовать наночастицы диамет-
ром D>2–3 нм и добиваться медленного охлажде-
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Таблица 3. Результаты моделирования охлаждения нанокластеров Ag–Au из расплава различного целевого соста-

ва диаметром 6.0 нм в зависимости от скорости охлаждения. Проценты фиксации структур даны с округлением

Целевой состав Ag50Au50 Ag60Au40 Ag70Au30 Ag80Au20 Ag90Au10

Время охлаждения, нс 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5 0.5 1.5 2.5

Доля аморфных кластеров, % 100 90 – 100 70 – 100 100 – 100 50 – 70 10 –

Доля кристаллических кластеров, %

Ih – – 10 – – – – – 10 – – 10 – – 10

Dh – – 20 – – 10 – – – – – 10 – – 10

ГЦК/ГПУ – 10 70 – 30 90 – – 90 – 50 80 30 90 80

ния системы. Первое условие можно выполнить ре-
гулировкой самого процесса вакуумно-термического
испарения прекурсоров, меняя расстояние от тигля
до мишени и скорости испарения подвесок Ag и Au,
а второе — использованием прогреваемой во время
кристаллизации НЧ Ag–Au подложки.

Перейдем теперь к вопросу определения кон-
кретного вида кристаллического строения би-
нарных НЧ Ag–Au, получаемых нами при МД-
моделировании. Для пояснения важности такой
информации приведем следующие рассуждения.
Без образования сильного диполя рассеяние и
поглощение света наночастицами будет незначи-
тельным. Для высокосимметричных фигур, таких
как сферы, кубы и октаэдры, сильный диполь
может быть легко сформирован. Разделение заряда
на углах куба создаст диполь, потому что углы
находятся на противоположных сторонах линии
симметрии. По аналогии для сфер разделение
заряда происходит в полностью изотропной среде
[33]. Однако наноструктуры, не имеющие такой
симметрии, например треугольные пластины, не
могут образовать сильный диполь, что приводит
к слабой абсорбции света. Поэтому именно внут-
реннее строение и форма НЧ, помимо их размера,
может стать одним из определяющих факторов
устойчивости и величины плазмонного эффекта.
В качестве подтверждения этих слов приведем
следующие экспериментальные данные для Ag НЧ
[34], являющегося у нас базовым химическим эле-
ментом: основной пик резонанса у сферической НЧ
фиксируется в диапазоне 320–450 нм, у кубической
— 400–480 нм, у декаэдрона резонанс приходится на
350–450 нм, а у октаэдра — на 400–500 нм.

Анализ внутреннего строения нанокластеров
Ag–Au показывает (табл. 1), что предпочтительной

кристаллической структурой для диаметра D = 2.0
нм является Ih-конфигурация, в некоторых случаях
с ней конкурирует Dh-модификация, а ГЦК/ГПУ
морфология (рис. 1) встречается заметно реже. Ста-
билизацию Ih-фазы можно объяснить соединением
в сплав элементов с различным размером ато-
мов (ионов), поскольку это несоответствие может
компенсировать имеющуюся деформацию в икоса-
эдрических оболочках из-за возрастающей разницы
между атомными расстояниями вдоль радиального
и тангенциального направлений. Таким образом, с
точки зрения теории идеальный Ih-кластер бинар-
ного сплава Ag–Au должен обладать обогащенным
Ag ядром и поверхностью с преимущественным
размещением атомов золота. Это согласуется с тем
фактом, что ядро икосаэдра испытывает сжатие,
из-за чего более мелким атомам (ионам) Ag энерге-
тически выгодней размещаться там, соответственно
поверхность НЧ Ih испытывает растяжение, так
что расположение там мелких атомов является
нецелесообразным.

Однако все это является справедливым толь-
ко для определенного размера бинарной наноча-
стицы, примерно до диаметра D = 2.0–3.0 нм, да-
же для сплавов с большим различием по размеру
атомов [35]. После этого размера вероятность по-
явления икосаэдрической фазы начинает ощутимо
уменьшаться. Причина состоит в общей энергетиче-
ской нестабильности атомного построения, указан-
ного выше. Так, даже в случае Au НЧ [30] анализ
данных показал, что для кластеров, диаметр кото-
рых не превышает 3.0 нм, вероятность появления
икосаэдрической фазы превалирует над остальны-
ми, составляя 50–60%, и практически не зависит от
скорости охлаждения. При больших размерах клас-
теров вероятность появления икосаэдрической мор-
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фологии в целом уменьшается, но весьма наглядно
прослеживается следующая тенденция: с уменьше-
нием скорости охлаждения доля кластеров с икоса-
эдрическим построением довольно равномерно уве-
личивается.

Более подробно рассматривая характер кристал-
лических структур, получаемых в ходе моделирова-
ния, можно увидеть подтверждение найденной на-
ми ранее закономерности. Так, для нанокластеров
Ag–Au диаметром D = 4.0 нм характерно наличие
Ih-фазы именно при максимальном времени кри-
сталлизации τ = 2.5 нс или для частиц с малым со-
держанием золота (целевой состав Ag90Au10). При
других условиях икосаэдрическое строение в ходе
МД-экспериментов не фиксировалось (табл. 2). Та-
ким образом, можно сделать вывод, что рассмот-
ренный диаметр бинарного кластера Ag–Au, по всей
видимости, лежит в той области размеров, в кото-
рой, при условии плавной кристаллизации с высо-
кой скоростью, икосаэдрическая структура переста-
ет быть наиболее стабильной и сменяется Dh- или
ГЦК-строением. В работе [36] был проанализиро-
ван набор 923, 1415, 3871, 10179 атомных кластеров
золота трех различных структур (икосаэдрической,
дефектной икосаэдрической и аморфной), получае-
мых из расплава кристаллизацией с разными ско-
ростями, и был сделан вывод, что с точки зрения
энергетики наиболее стабильной является дефект-
ная икосаэдрическая конфигурация, что можно ви-
деть на рис. 2.

Что касается вероятности суммарного появления
НЧ Ag–Au с пятичастичной симметрией (Ih + Dh),
то она являлась максимальной при целевом соста-
ве Ag90Au10 (≈90%), уменьшаясь в конечном итоге
до 50–60% при составах с наибольшим содержанием
атомов золота Ag60Au40 и Ag50Au50. Соответственно
при увеличении содержания атомов Au у нас наблю-
дался постепенный рост ГЦК/ГПУ-фазы с 10% до
50–60%, который являлся лишь следствием сокра-
щения вероятности встретить бинарную наночасти-
цу НЧ Ag–Au именно с пятичастичным строением
из-за роста возникающих при этом внутренних на-
пряжений, причина которых была указана выше.

Если же рассматривать поведение наночастиц
Ag–Au с увеличением скорости охлаждения, то
здесь фиксировался существенный рост нахождения
их в аморфном состоянии, так же как и у Au НЧ [30].
При τ = 0.5 нс процент фиксации данной политип-
ной модификации составлял 60–100%, увеличиваясь
с ростом процентного содержания атомов золота,
что еще раз доказывает дестабилизирующее его дей-
ствие при формировании упорядоченного строения

бинарных наночастиц Ag–Au. Так, у чистого сереб-
ра при тех же условиях кристаллизации аморфная
фаза фиксировалась в 40% опытов, при целевом со-
ставе Ag90Au10 — уже в 50%, при составе Ag80Au20

— в 70%, а при целевом составе Ag70Au30 и выше —
практически в 90–100% опытов.

Перейдем далее к рассмотрению результатов
МД-моделирования, полученных для ансамбля
бинарных частиц Ag–Au диаметром D = 6.0 нм
(табл. 3). Видно, что при таком размере аморфная
фаза не фиксируется только при максимальном
времени охлаждения τ = 2.5 нс, при большем темпе
отвода тепла (τ = 0.5 и 1.5 нс) она наблюдается
в 100% случаев, начиная с состава Ag70Au30. Для
данного массива также с ростом процентного со-
держания атомов золота в НЧ Ag–Au имеется и
аналогичный рост вероятности разупорядоченного
строения. То есть хорошо заметна тенденция к то-
му, что увеличение среднего размера НЧ в массиве
и/или увеличение процентного содержания атомов
золота в бинарной наночастице Ag–Au приводит
к увеличению вероятности формирования в НЧ
аморфного строения, причем такой рост часто
имеет практически линейный характер. Также
определяющее влияние на процесс формирования
внутреннего строения оказывает темп отвода теп-
ловой энергии. Так, даже для таких относительно
больших частиц (D = 6.0 нм) при времени охла-
ждения τ = 2.5 нс аморфная фаза не фиксируется
вообще, а при τ = 1.5 нс она наблюдается уже
почти в 100%.

Таким образом, по результатам проведенного мо-
делирования можно сделать несколько основных
выводов. Во-первых, внедрение атомов золота в на-
нокластер серебра оказывает дестабилизирующее
воздействие на процессы внутреннего упорядоче-
ния структуры. Во-вторых, с ростом процентно-
го содержания атомов золота в бинарной наноча-
стице Ag–Au наблюдается увеличение вероятности
формирования аморфного строения, причем такой
рост часто имеет практически линейный характер.
В-третьих, в малых нанокластерах Ag–Au диамет-
ром менее D < 2− 3 нм при любом целевом составе
очень трудно добиться образования строго кристал-
лического строения. В-четвертых, средний размер
массива наночастиц Ag–Au в 4.0 нм является наи-
более подходящим для образования плотноупако-
ванных структур при относительно небольшом тем-
пе отвода термической энергии. В-пятых, с ростом
среднего размера вероятность формирования пяти-
частичной симметрии в бинарных частицах Ag–Au
ощутимо уменьшается.
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Хорошо известно, что золото и серебро взаим-
но растворяются друг в друге в любых пропорци-
ях, формируя непрерывный ряд твердых растворов.
При этом растворение примеси в металле (Au в Ag
или Ag в Au) локально деформирует кристалличе-
скую решетку и вызывает в ней нарушение перио-
дичности, что в случае наноразмеров может приво-
дить к самому различному виду внешней формы и
внутреннего строения НЧ. Данные процессы могут
приводить к сокращению длины свободного пробега
электрона и, как следствие, к увеличению частоты
его рассеяния, что влияет на интенсивность SERS-
эффекта по сравнению с чистыми элементами. Но в
то же время бинарные наночастицы Ag–Au дают и
возможность настройки спектрального положения и
амплитуды LSPR путем изменения целевого соста-
ва, размера, формы и структуры.

Так, спектры пропускания, полученные в ра-
боте [2], демонстрировали наличие SERS-пика для
НЧ Ag приблизительно на длине волны 440 нм, для
НЧ Au приблизительно на длине волны 580 нм, а
для НЧ Ag–Au приблизительно на длине волны 550
нм. Трансформация массивов в результате отжи-
га приводила к смещению длины SERS-волн всех
трех образцов в коротковолновую область спектра
и небольшому увеличению интегрального пропуска-
ния, а именно: длина SERS-волны для массива НЧ
Ag (с преобладающим размером частиц примерно
8 нм) была приблизительно равна 420 нм, для НЧ
Au (с преобладающим размером примерно 7 нм) —
приблизительно равна 520 нм, а для массива час-
тиц Ag–Au (с преобладающим размером примерно
10 нм) — приблизительно равна 490 нм. Такое сме-
щение положений минимумов для отожженных об-
разцов было связано с изменением формы наноча-
стиц, в частности, с приобретением наночастицами
сферической формы [2], а также уменьшением их
геометрического поперечного сечения, что, в свою
очередь, приводило к сужению резонансов.

То есть экспериментально хорошо подтверждает-
ся высокая чувствительность поверхностного плаз-
монного резонанса к форме наночастиц. В [37] было
проведено исследование влияние Au-наностержней
и Au-наносфер на SERS-эффект и оказалось, что
плазмонное излучение наностержней и наносфер Au
достаточно сильно различается, составляя 650 и 520
нм соответственно. Помимо рассмотренных в [37]
наностержней и наносфер экспериментально были
проанализированы другие плазмонные нанострук-
туры, такие как нанокубы и нанозвезды. Оказалось,

что благодаря своим острым граням и краям именно
эти структуры имеют тенденцию к максимальному
улучшению основных свойств плазмонного эффек-
та. В целом, структуры с острыми углами имеют
пики, смещенные в красную область, по сравнению
с округлыми структурами аналогичных размеров.
Однако усечение углов влияет не только на частоту
излучения, но и изменяет электрическое поле вбли-
зи поверхности частицы, приводящее к концентра-
ции света в наноразмерных объемах и резкому уве-
личению интенсивности свечения в этих областях.

Формирование икосаэдрического строения нано-
частиц в этом контексте имеет принципиальное зна-
чение. Понятно, что наибольшая минимизация объе-
ма определяется формированием икосаэдра (Ih) Ма-
кея, поверхность которого состоит из 20 равносто-
ронних треугольников. Икосаэдры Макея больше-
го размера формируются добавлением дальнейших
Ih-оболочек, что и приводит к минимизации пло-
щади поверхности кластера и, соответственно, вы-
игрышу в поверхностной энергии. Таким образом,
образуя правильную икосаэдрическую (декаэдриче-
скую) структуру в наночастицах Ag–Au, мы ре-
шаем задачу формирования высокосимметричной
фигуры, необходимой для увеличения светимости
SERS-подложки.

Финансирование. Исследование выполнено за
счет гранта Российского научного фонда № 23-12-
20003, https://rscf.ru/project/23-12-20003/, при па-
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Республики Хакасия.
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Методами рентгеноструктурного анализа и квантово-химического моделирования рассмотрен кристалл

слоистого органического проводника на основе анион-радикалов фуллерена, C•−
60 –MDABCO+–TPC-I. Изу-

чена квазидвумерная электронная структура его проводящих фуллереновых слоев, типы деформации

моноанионов C•−
60 и причины их возникновения с точки зрения ян-теллеровских взаимодействий. Пока-

зано, что кристаллографически неэквивалентные C•−
60 характеризуются разными искажениями каркасов,

которые являются причиной существенных различий в электронных зонных диаграммах соответствую-

щих фуллереновых слоев.

DOI: 10.31857/S0044451024040072

1. ВВЕДЕНИЕ

Полиароматические анионы с высокой симмет-
рией могут быть основой для создания материалов
с необычными физико-химическими свойствами [1].
Например, согласно теоретическим оценкам, основ-
ное состояние дианионов может быть триплетным,
что перспективно для создания молекулярных маг-
нетиков [2]. Одними из таких полиароматических
анионов являются восстановленные формы фулле-
ренов Cn−

60 . Получение ионных соединений фулле-
рена C60 в кристаллической форме позволило изу-
чать структуру и свойства таких высокосимметрич-
ных молекул и комплексов на их основе экспери-
ментально. Например, кристаллы соли M3C60 (M
— металл) с трианионами C3−

60 имеют кубическую
симметрию и обладают металлической проводимо-
стью. Более того, в этих соединениях наблюдается

* E-mail: kuzminav@issp.ac.ru

переход в сверхпроводящее состояние при темпера-
турах 17–33 К [3]. Нейтральный C60 имеет высокую
Ih симметрию и трехкратно вырожденную низшую
свободную молекулярную орбиталь (НСМО). При
образовании анионов Cn−

60 в составе сложного ион-
ного соединения НСМО орбиталь фуллерена засе-
ляется дополнительными n электронами. Возмож-
ны случаи, когда аниону становится энергетически
выгодно определенным образом деформироваться,
понизив свою симметрию, и тем самым снять вы-
рождение в своей электронной подсистеме. Такие
взаимодействия называются ян-теллеровскими. Они
часто наблюдаются в растворах с ионами высоко-
симметричных молекул, однако могут иметь место
и в кристаллических формах ионных соединений, в
том числе и в фуллереновых [4].

Представляют интерес слоистые анион-
радикальные соли C60 с гексагональной или
тригональной симметрией кристаллов. Кристал-
лы таких соединений проявляют металлические
свойства в широком интервале температур и
необычные магнитные состояния с сильной фруст-
рацией спинов из-за треугольного расположения
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Рис. 1. а — Слоистая структура кристаллов C•−
60 –MDABCO+–TPC-I; б — вид слоя A вдоль направления c∗; в — вид

слоя B вдоль направления c∗; a, b, c — направления кристаллографических осей координат, x, y, z – декартова система

координат, соответствующая кристаллографической

C•−
60 [5–10]. В данной работе детально рассмат-

ривается молекулярная и электронная зонная
структура фуллеренового анионного комплекса
C•−

60 –MDABCO+–TPC-I c треугольной подрешеткой
C•−

60 . Уникальной особенностью комплекса является
то, что в своем составе помимо фуллерена он
имеет только C3-симметричные молекулы: катион
MDABCO+ — N-метилдиазобициклооктана и TPC-I
— триптицен-йодида. Использование высокосим-
метричных противоионов и молекул-спейсеров
позволило сохранить высокую симметрию фулле-
реновых слоев, тем самым открывая возможность
формирования нетривиальных коллективных со-
стояний электронов в них. Комплекс изоструктурен
ранее изученному кристаллу C•−

60 –MDABCO+–
TPC-H [10], за исключением замены одного апи-
кального водорода в молекуле триптицена на атом
йода. Было показано, что в случае C•−

60 –MDABCO+–
TPC-H фуллереновые слои имеют металлическую
проводимость при азотных температурах, ди-
электризуются при гелиевых, а при высоких
испытывают фазовый переход типа «порядок–
беспорядок» с потерей проводимости в одном
из слоев [10]. Одной из гипотетических причин
особенностей низкотемпературного поведения ком-
плекса могут быть нетривиальные ян-теллеровские
взаимодействия, которые возникают в подрешет-
ках анион-радикалов C•−

60 . Однако на тот момент
качество монокристальных структурных данных
по C•−

60 –MDABCO+–TPC-H не позволило надежно
оценить параметры искажений каркасов C•−

60 в
интересующих температурных диапазонах и учесть
их вклад в электронную зонную структуру кристал-
лов. В новом же комплексе C•−

60 –MDABCO+–TPC-I

с модифицированным триптиценом удалось полу-
чить надежные структурные данные с факторами
расходимости R1 < 5%. На их основе мы провели
сравнительный анализ геометрических искажений
каркасов C•−

60 и результатов квантово-химических
расчетов электронного спектра функциональных
фуллереновых слоев.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Кристаллы C•−
60 –MDABCO+–TPC-I были приго-

товлены, следуя описанным раннее условиям син-
теза [10]. Структурные данные были получены при
температуре 120 K на Kα-излучении Mo с использо-
ванием лабораторного CCD дифрактометра Rigaku-
Oxford Diffraction GeminiR с четырехкружным k-
гониометром в полной сфере ограничения по век-
тору рассеяния q = 4π sin θ/λ = 8.377 Å

−1
, что

позволило в дальнейшем анализировать структу-
ру в низкосимметричном приближении. Электрон-
ная структура анионов C•−

60 рассчитывалась рас-
ширенным методом Хюккеля (РМХ или EHT —
Extended Hückel Method) c использованием про-
граммного пакета YAeHMOP [11] в базисе атомных
s-, p-орбиталей слейтеровского типа, STO-SZ для
атомов C, H, N и STO-DZ для атомов йода I [12].
В качестве входных параметров использовались ко-
ординаты атомов, полученные из рентгеноструктур-
ного анализа без предварительной оптимизации гео-
метрии. Параметры слейтеровских функций взяты
оптимизированными как результат подгонки к рас-
четам в рамках теории функционала плотности по
серии однотипных соединений [13]. Для расчетов
зонной структуры, плотности состояний и поверх-
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Рис. 2. Зонная структура, плотность состояний (а), поверхность Ферми (б) и интегралы переноса ti (в) для слоя A кри-

сталла C•−
60 –MDABCO+–TPC-I

ности потенциальной энергии применялся комбини-
рованный метод — РМХ + метод сильной связи с
несмещенной сеткой специальных k-точек плотно-
стью 11 × 11 × 11, построенной по схеме Монкхор-
ста – Пака [14].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Кристаллическая структура

C•−

60 –MDABCO+–TPC-I

При комнатной температуре комплекс C•−
60 –

MDABCO+–TPC-I кристаллизуется в тригональ-
ной группе симметрии R3̄ (симметрия позиции
фуллерена в кристалле — C3v) [10]. В первом
приближении указанная тригональная симметрия
сохраняется и при низких температурах. Для
исключения влияния общей высокой симметрии

при анализе молекулярной структуры фуллерена
и искажений его каркаса уточнение структуры
кристалла в целом проводилось в триклинной
установке в приближении симметрии P 1̄. При
понижении температуры ниже 200 K наблюдаются
слабые искажения решетки, приводящие к пони-
жению симметрии позиции фуллерена до Ci. При
температуре T = 120 K параметры решетки равны
a = 9.956(1) Å, b = 9.961(1) Å, c = 28.437(3) Å,
α = 90.23(1)◦, β = 99.65(1)◦, γ = 119.95(1)◦,

V = 2396.8(1) Å
3
, что соответствует примитивной

ячейке исходной тригональной решетки. Выбор
такой установки обусловлен тем, что в этом слу-
чае оси a и b лежат в плоскости фуллереновых
плотноупакованных слоев. Структура комплек-
са аналогична ранее описанной структуре [10] и
представляет собой слоистую упаковку анионных
фуллереновых C•−

60 и катионных MDABCO+–TPC-I
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бG

Рис. 3. Зонная структура, плотность состояний (а), поверхность Ферми (б) и интегралы переноса ti (в) для слоя B кри-

сталла C•−
60 –MDABCO+–TPC-I

слоев (см. рис. 1 б, в). Различие в слоях заключа-
ется во взаимной ориентации фуллеренов в слое
и их катионном окружении. Фуллерены типа A

упаковываются таким образом, что локально в
анионном слое сохраняется ось третьего порядка, а
катион MDABCO+ и TPC-I смотрят апикальными
заместителями в противоположные относитель-
но плоскости слоя стороны. Фуллерены типа B

сориентированы двойной C = C связью в сторону
катионного слоя, а метильная группа MDABCO+

и I смотрят внутрь междоузельного пространства
подрешетки фуллеренового слоя.

3.2. Электронная структура фуллереновых

слоев

Для расчетов зонной структуры слоев A и B

в качестве входных параметров использовались ко-
ординаты атомов целевого слоя и двух катионных

слоев, окружающих этот фуллереновый слой. Такой
подход позволяет учесть электростатическое влия-
ние катионов и наиболее корректно оценить распре-
деление заряда в C•−

60 .
На рисунках 2 и 3 изображены результаты рас-

четов зонных структур слоев A и B. Точками на
рис. 2 а и рис. 3 а показаны дисперсионные кривые,
полученные методом РМХ и проходящие через сим-
метричные точки зоны Бриллюэна: Γ = (0, 0, 0),
X = (1/2, 0, 0), M = (2/3, 1/3, 0), R = (1/2, 1/2, 0),
K = (1/3, 2/3, 0), Y = (0, 1/2, 0), L = (−1/3, 1/3, 0).
Рисунки 2б и 3б содержат сечения поверхности Фер-
ми в плоскости слоя.

Первичный анализ зонных диаграмм показыва-
ет, что для слоя A характерны относительно неши-
рокие зоны — 33 мэВ, 50 мэВ и 52 мэВ, низшая,
самая узкая из них, является частично заполнен-
ной. Плотность состояний на уровне Ферми относи-
тельно высока и равна 0.112 эВ−1 на элементарную
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ячейку. Узость зоны говорит о слабом электронном
взаимодействии между узлами треугольной подре-
шетки C•−

60 .
В слое B, наоборот, наблюдается значительное

искривление нижней зоны, через которую проходит
уровень Ферми (см. рис. 3). Особенно это заметно
в направлениях Γ–K–Y, чем и определяются доста-
точно большие ширины нижней зоны проводимости
и двух верхних валентных подзон (81 мэВ, 64 мэВ и
48 мэВ). Плотность состояний на уровне Ферми для
слоя B почти в два раза ниже таковой для слоя A

и составляет 0.047 эВ−1 на элементарную ячейку.
Сплошными линиями на зонных диаграммах

(рис. 2 а и рис. 3 а) показаны результаты подгонки
дисперсионных кривых, полученных из РМХ, кри-
выми E(k), полученными методом теории сильной
связи, где в качестве базиса выступают три орби-
тали фуллерена φНСМО

0 , φНСМО
1 , φНСМО

2 . Видно, что
метод сильной связи хорошо описывает расчетные
кривые РМХ. В нейтральном фуллерене они явля-
ются низшими свободными молекулярными орбита-
лями (НСМО) и трехкратно вырождены в силу ико-
саэдрической симметрии каркаса C60. В анионе C•−

60

один из уровней НСМО заселяется дополнительным
электроном, однако для сохранения аналогии будут
использованы те же названия орбиталей. В таком
базисе одноэлектронная волновая функция в перио-
дическом потенциале будет представлять собой бло-
ховскую сумму

ψk(r) ∝
2∑

n=0

cn(k)
∑

τ

ei(k·τ)φНСМО
i (r − τ)

по базисным функциям n и ближайшим соседям
τ . Полученные таким образом интегралы переноса
между НСМО:

tτ (i⇄ j) =

∫
(φНСМО

i (r))∗ĤφНСМО
i (r − τ )dr,

где

Ĥ = − ~
2

2m
∇2 + U(r)

— гамильтониан электрона в периодическом потен-
циалe U(r), показаны на рис. 2 в.

Видно, что значения |tτ (0 ⇄ j)| между низши-
ми по энергии орбиталями φНСМО

0 не превышают 5
мэВ и близки друг к другу по величине. Это гово-
рит о том, что электроны на фронтальных орбита-
лях C•−

60 слабо взаимодействуют друг с другом, по-
этому электронная подсистема фуллеренового слоя
A больше похожа на систему слабовзаимодействую-
щих спинов S = 1/2 в треугольной подрешетке.

в мэВ
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Рис. 4. Значения энергии eii трех уровней НСМО анионов

типа A и B в кристалле C•−
60 –MDABCO+–TPC-I, нижний

заселенный уровень аниона отмечен точкой

Энергетическую структуру трех молекулярных
орбиталей слоя A можно оценить по величине

eii =

∫
(φНСМО

i (r)) · ĤφНСМО
i (r)dr.

На рис. 4 отображены значения eii для трех уров-
ней φНСМО

i и энергии зон в точке Γ. Как показы-
вает диаграмма уровней eii, в каждом типе анио-
нов три уровня НСМО расщеплены по схеме 2 + 1,
когда заселенный электроном уровень понижается
по энергии относительно других: e00 = −9.7724 эВ,
e11 = −9.7439 эВ, e22 = −9.7249 эВ для слоя A и
e00 = −9.7801 эВ, e11 = −9.7360 эВ, e22 = −9.7219 эВ
для слоя B. Данная схема вырождения является ти-
пичной для моноанионов C•−

60 [15].

3.3. Деформации в каркасах C•−

60

Сравнивая электронные структуры двух слоев
A и B (в частности, функционально значимой низ-
шей полузаполненой подзоны), можно сделать вы-
вод, что они существенно отличны друг от дру-
га. Причины такого различия могут заключаться в
нетривиальных искажениях каркасов базовых ани-
онов C•−

60 , имеющих ян-теллеровскую природу. Из-
вестно, что связанная с ян-теллеровскими искаже-
ниями энергетическая поправка к внутриузельной
энергии (на анионе фуллерена) может вызывать
смену междоузельных электронных взаимодействий
во всем слое [16].

Для характеризации искажения в анионах фул-
лерена, в том числе и ян-теллеровских, удобно поль-
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Рис. 5. Структура деформаций в анионах слоя A : система сферических координат и теоретическая форма одномодо-

вых деформаций анион-радикала относительно сферы [18] (а), карта деформаций фуллеренов слоя A, отображающая

смещения атомов углерода относительно поверхности сферы ∆r (б), упаковка анионов A и молекул катионного слоя (в),

цепочка MDABCO+ · · ·C•−
60 · · ·MDABCO+ (все расстояния указаны в Å) (г); ν1, ν2 и ν3 — направления осей аппроксими-

рующего эллипсоида

[°]
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Рис. 6. Карта деформаций фуллеренов слоя B, стрелками показаны максимальные оси эллипсоидов анизотропных сме-

щений атомов углерода (а), ближайшее окружение фуллерена B в кристалле (все расстояния указаны в Å) (б); ν1, ν1 и

ν1 — направления осей аппроксимирующего эллипсоида

зоваться методом аппроксимации его деформиро-
ванного каркаса эллипсоидом. Полученные таким
образом длины осей эллипсоида ν1, ν2 и ν3 позво-
ляют установить основное направление искажений,
а разница в длинах осей может быть надежной оцен-
кой степени деформации. Более того, такой подход

позволяет описать тонкую структуру деформаций,
для чего можно воспользоваться картами деформа-
ций, построенными по отклонению атомов C•−

60 от
поверхности эквивалентной сферы.

Результаты деформационного анализа каркасов
фуллеренов A представлены на рис. 5. Средний ра-

532



ЖЭТФ, том 165, вып. 4, 2024 Электронная структура и ян-теллеровские деформации. . .

v3vP

[°]

Ч
а
с
т
и
ч
н
ы
й
з
а
р
я
д

[°
]

Рис. 7. Карта распределения заряда по поверхности фуллерена слоя B

диус ионного фуллерeнового каркаса близок к ради-
усу нейтрального C60 с оптимизированной геомет-
рией [17] и равен 3.549 Å. Длины осей аппроксими-
рующего эллипсоида фуллерена из слоя A состав-
ляют ν1 = 3.542 Å, ν2 = 3.546 Å, ν3 = 3.558 Å.
Таким образом, в первом приближении каркас опи-
сывается эллипсоидом вращения. Максимальная по
длине ось эллипсоида фуллеренов слоя A («выде-
ленная» ось деформации) — ось ν3, ориентирова-
на вдоль кристаллографического направления [001]

и перпендикулярна плоскости фуллеренового слоя
(a, b) (рис. 5 в). Кроме того, в структуре деформаций
аниона A выделяется узкая экваториальная область
сжатия (рис. 5 б), наличие которой было предска-
зано теоретически [18] (рис. 5 а) и свидетельствует
о явном ян-теллеровском характере искажения его
каркаса.

Как правило, ян-теллеровские искажения ради-
калов фуллерена C•−

60 имеют относительно неболь-
шую в ряду анионов Сn−

60 величину [16] и пло-
хо распознаются по монокристальным структурным
данным, так как часто оказываются подавленны-
ми внешними факторами — кристаллическим по-
лем, сильными тепловыми колебаниями и т.д. Одна-
ко в случае анионов слоя A они имеют ярко выра-
женный характер, причиной чему может быть уни-
кальное расположение аниона в структуре. Каж-
дый анион типа A находится в сотах, образован-
ных сеткой молекул TPC-I (рис. 5 в), причем свер-
ху и снизу его окружают катионы MDABCO+ (см.
рис. 5 г). В этом случае электростатическое поле ка-
тионов не препятствует, а усиливает одноосные ян-
теллеровские деформации растяжения C•−

60 . Такие
одноосные деформации не запрещены симметрией
слоя (см. рис. 1 б) и допускают свободное вращение
фуллерена относительно нормали к плоскости слоя.
Однако в нашем случае фуллерен жестко фиксиру-

ется в своей ориентации как относительно направ-
лений в плоскости слоев, так и нормали к слоям.

Для полноты картины искажений каркаса фул-
лерена следует отметить следующие его особенно-
сти. Из структурного анализа следует, что ато-
мы углерода фуллерена A характеризуются от-
носительно небольшими по величине параметрами
анизотропных смещений, при этом атомы колеб-
лются преимущественно на поверхности фуллере-
нового каркаса. Тангенциальные оси тепловых эл-
липсоидов (направления, параллельные поверхно-
сти) в два раза превышают радиальную компонен-

ту (направления вдоль радиуса): U‖,1 = 0.163Å
2
,

U‖,2 = 0.153Å
2
,U⊥ = 0.086Å

2
. По своей сути ра-

диальные составляющие атомных смещений вносят
определяющий вклад в распределение деформиро-
ванных областей сжатия-растяжения каркаса фул-
лерена, поэтому их подавление может говорить о
статическом сформированном характере каркаса и
об отсутствии неучтенных в анализе «скрытых» ис-
кажений аниона фуллерена.

Форма фуллерена слоя B — общего вида, если
сравнивать с фуллереном из слоя A. Средний ра-
диус заряженного фуллерeнa равен 3.545 Å, а дли-
ны осей аппроксимирующего эллипсоида составля-
ют ν1 = 3.538Å, ν2 = 3.546 Å, ν3 = 3.552 Å и рав-
ноудалены друг от друга по длине (разницы меж-
ду длинами осей эллипсоида составляют 0.008 Å и
0.006 Å).

На деформационных картах каркаса фуллере-
на слоя B (см. рис. 6 а) присутствуют две сим-
метричные выпуклые области около оси ν3, ко-
торые напрямую не связаны со статическими ян-
теллеровскими взаимодействиями, так как не опи-
сываются в рамках модели одноосных деформаций
(см. рис. 5 a). Сложная форма аниона B и нали-
чие сильно деформированных областей около оси

6 ЖЭТФ, вып. 4
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ν3, по-видимому, является результатом взаимодей-
ствия различных факторов: эффекта кристалличе-
ского поля, сформированного компонентами кати-
онных слоев — электростатическим и стерическим
влиянием MDABCO+ и атомов йода (см. рис. 6 б), а
также собственными напряжениями в каркасе ани-
она в виде ян-теллеровских взаимодействий.

О первом факторе — влиянии катионов
MDABCO+ как одной из причин неоднородностей
деформированного каркаса — говорит неравномер-
ное распределение заряда на анионе (см. рис. 7).
По карте поверхностного заряда видно, что отри-
цательный заряд фуллерена B концентрируется в
изолированных областях. Эти области каркаса C•−

60

отвечают направлениям на катионы MDABCO+ и
молекулы TPС-I из соседних слоев (см. рис. 6 б).

Рассматривая второй фактор, следует отметить,
что возможна ситуация, когда ян-теллеровские ис-
кажения имеют динамическую природу. Такие де-
формации крайне сложно детектировать по струк-
турным данным, однако, динамически искаженные
ян-теллеровские анионы, как правило, выделяют-
ся из своего кристаллического окружения повышен-
ной степенью структурного беспорядка и подверже-
ны сильным либрациям вследствие так называемого
псевдовращения. Следствием псевдоротаций карка-
сов может быть то, что внутри деформированных
областей наблюдаются значительные амплитуды ко-
лебаний атомов. В этом плане можно отметить, что
среднее, эквивалентное изотропному, квадратичное
смещение углеродов фуллерена B заметно выше,
чем у фуллерена типа A, а атомы аниона B так
же, как и в случае аниона A, претерпевают силь-
ные смещения вдоль поверхности фуллерена, одна-
ко форма их тепловых эллипсоидов сильно вытя-
нута вдоль одного из тангенциальных направлений:
U‖,1 = 0.236 Å

2
, U‖,2 = 0.176 Å

2
, U⊥ = 0.088 Å

2

(см. рис. 6), указывая на либрационные колебания
молекулы.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе на основе анализа деформаций
в каркасах двух кристаллографически независимых
анионов фуллерена A и B в кристаллах соединения
C•−

60 –MDABCO+–TPC-I было выявлено, что одно-
осные искажения анионов первого типа имеют ян-
теллеровскую природу, в то время как анионы вто-
рого типа не имеют выраженного направления ис-
кажений, хотя на их каркасах присутствуют обла-
сти значительных деформаций. Сложная гофриров-

ка каркаса анионов B не позволяет классифициро-
вать эти деформации как одномодовые статические
ян-теллеровские. Наблюдаемая картина искажений
каркаса B может быть следствием наложения мно-
жества факторов: псевдоротации каркаса из-за так
называемого динамического эффекта Яна–Теллера,
нетривиального кристаллического поля и др.

Иная ситуация наблюдается с анионами типа A,
которые подвержены статическому эффекту Яна–
Теллера. Одноосные сонаправленные в слое ян-
теллеровские деформации C•−

60 в A препятствуют
междоузельной проводимости в фуллереновой под-
решетке и могут приводить к частичной диэлектри-
зации слоя. Действительно, анализ зонной структу-
ры слоя A показывает, что анионы слабо связаны
друг с другом и скорее ведут себя как ансамбль
изолированных спинов S = 1/2. В этом заключа-
ется принципиальное различие поведения кристал-
лов модифицированного (C•−

60 –MDABCO+–TPC-I)
и исходного составов. Кристаллы исходного соста-
ва с незамещенным триптиценом (C•−

60 –MDABCO+–
TPC-H) демонстрировали металлический характер
спектра электронов соответствующего слоя фулле-
ренов [10]. Локализованные спины слоя в A про-
являют антиферромагнитное взаимодействие, что
рождает предпосылки для нетривиальных магнит-
ных эффектов, в частности, может привести к фор-
мированию коллективного состояния спиновой жид-
кости в фрустрированной треугольной подрешетке.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского научного фонда (проект № 22-
23-01158).
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We investigate the magnetic response of thin NiI2 flakes for temperatures above 80 K. Since no magnetic order-

ing is expected for bulk NiI2, we observe clear paramagnetic response for massive NiI2 single crystals. In contrast,

thin NiI2 flakes show well-defined ferromagnetic hysteresis loop within ±2 kOe field range. The value of the

response does not scale with the sample mass, ferromagnetic hysteresis can be seen for any flake orientation in

the external field, so it originates from the sample surface, possibly, due to the anisotropic exchange (Kitaev

interaction). The observed ferromagnetism is weakly sensitive to temperature up to 300 K. If a flake is multiply

exposed to air, ferromagnetic hysteresis is accompanied by the periodic modulation of the magnetization curves,

which is usually a fingerprint of the multiferroic state. While NiI2 flakes can not be considered as multiferroics

above 80 K, surface degradation due to the crystallohydrate formation decreases the symmetry of NiI2 surface,

which produces the surface ferroelectric polarization in addition to the described above ferromagnetic one.

DOI: 10.31857/S0044451024040084

1. INTRODUCTION

Recent interest to multiferroics is mostly connected
with layered van der Waals materials and van der Waals
heterostructures [1]. In the simplest case, multiferroic
heterostructure is composed from alternating ferroelec-
tric and ferromagnetic monolayers [2, 3]. Multiferroic
state has also been predicted theoretically for layered
van der Waals single crystals [4]. Experimentally, mul-
tiferroic properties have been demonstrated for some
dihalides (MX2, X = Cl, Br, I) like CrI2 [5], MnI2 [6],
CoI2 and NiI2 [7, 8].

Among these materials, NiI2 is characterized [7]
by one of the highest transition temperatures
TN2= 59.5 K. It is also known as type-II multi-
ferroic [4], where ferroelectricity can only appear in
the specific magnetically ordered state [9]. For NiI2,
the structural transformation to monoclinic noncen-
trosymmetric lattice is accompanied by transition

* E-mail: dev@issp.ac.ru

to a helimagnetic state that displays finite electric
polarization [7, 8, 10, 11].

It is surprising that multiferroic state can survive
down to monolayers [12]. Electromagnetic multiferroic-
ity was confirmed in few layers and monolayers of NiI2,
which makes it the first established two-dimensional
multiferroic [8,12]. While decreasing the crystal thick-
ness to monolayers, symmetry requires appropriate
changes in the ground state and, therefore, the tran-
sition temperature TN2. To explain the helical ground
state in the monolayer NiI2, Kitaev interaction [13–15]
and a biquadratic term [16] have recently been pro-
posed [17]. For monolayer samples, TN2 is found [8,12]
to be decreased to 21 K. The transition temperature is
monotonically increasing with number of layers, so it
is 41 K for the four-layer samples [8, 12], 58 K for the
60-layer ones [18], which is close to the bulk value [7]
TN2= 59.5 K. Thus, a 100-layer sample should be re-
garded as a massive single crystal for its multiferroic
properties.

While the multiferroic state appears below TN2, the
magnetic ordering is known even at higher tempera-
tures [7, 8]. Bulk NiI2 shows [19] interlayer antifer-
romagnetic and intralayer ferromagnetic orders below
TN1=76 K. In contrast to TN2, the ordering tempera-

536



ЖЭТФ, том 165, вып. 4, 2024 Ferromagnetic response. . .

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

4 
2 

11 
3 

3

0 
1 

14

2 
1 

30 
4 

2

4 
1 

0
3 

2 
1

0 
2 

3
3 

1 
22 
2 

2

0 
4 

1
1 

0 
3

3 
0 

2

3 
1 

1
2 

2 
1

1 
2 

2

2 
2 

02 
0 

2
3 

0 
11 

1 
2

3 
0 

0
2 

1 
1

1 
2 

1
0 

1 
20 
0 

2
2 

1 
0

0 
2 

1

1 
1 

1

1 
1 

0
1 

0 
1

0 
0 

1

1 
0 

0 2 
1 

4
1 

1 
12

1 
2 

20 
2 

10
0 

0 
15

2 
0 

8

1 
2 

4
0 

0 
12

2 
0 

2
1 

1 
6

1 
2 

1
1 

0 
10

1 
1 

3
1 

1 
0

0 
1 

8

1 
0 

7
0 

0 
90 

1 
5

1 
0 

4

0 
1 

20 
0 

6
1 

0 
1

In
te

ns
ity

 (a
rb

. u
ni

ts)

Diffraction angle, 2

 Experimental x-ray powder pattern (CuK )
 NiI2 (SG: R-3m No.166)

 NiI2[H2O]6 (SG: P-3m1 No.164)

0 
0 

3

Fig. 1. (Color online) The powder X-ray diffraction analysis of NiI2 single crystals. The experimental X-ray powder pattern is

shown by the green curve. The model X-ray diffraction patterns of pure NiI2 and NiI2[H2O]6 phases are shown by red and

blue curves, respectively. Analysis confirms the known NiI2 structure with trigonal syngony R3̄m (space group No.166, CdCl2
prototype) with some admixture of nickel iodide hexahydrate phase, see the text. The data are obtained at room temperature.

Intensity of the diffraction peaks shows distinct texture due to the (001) plane (red arrows), which well corresponds to the layered

NiI2 single crystal structure. Inset: optical image of a large single crystal flake, which also shows NiI2 layers

ture TN1 is predicted [20] to increase in monolayers up
to 178 K, while the type of magnetic ordering is still
debatable [21, 22]. In general, Kitaev exchange term,
when combined with magnetic frustration, can lead to
an emergent chiral interaction, which is also responsible
for topological spin structures [13].

Experimental investigation of the magnetic re-
sponse for NiI2 monolayers is seriously complicated by
known NiI2 degradation due to the crystallohydrate
formation [18]. On the other hand, theoretical consid-
eration on symmetry and Kitaev interaction should be
also valid for NiI2 surface. The surface-defined mag-
netic response can be dominant for the thin flakes,
which are more accessible for direct magnetic inves-
tigations than monolayers.

Here, we investigate the magnetic response of thin
NiI2 flakes for temperatures above 80 K. Since no
magnetic ordering is expected for bulk NiI2, we ob-
serve clear paramagnetic response for massive NiI2 sin-
gle crystals. In contrast, thin NiI2 flakes show well-
defined ferromagnetic hysteresis loop within ±2 kOe
field range. The value of the response does not scale
with the sample mass, ferromagnetic hysteresis can be
seen for any flake orientation in the external field, so
it originates from the sample surface, possibly, due to
the anisotropic exchange (Kitaev interaction).

2. SAMPLES AND TECHNIQUES

NiI2 single crystals were grown by iodine transport
in the evacuated silica ampule. The initial load con-
sisted of the mixture of nickel (15×1×0.5 mm3 nickel
foil stripes, 99.9%) and iodine (99.5%), taken in the sto-
ichiometric ratio. The ampule was placed in the two-
zone furnace, the load zone was kept at 700◦C while
the growth zone was cooled to 550◦C. The distance be-
tween the zones was 150 mm. The obtained NiI2 single
crystals are of layered structure, see the image in the
inset to Fig. 1. NiI2 composition and structure are veri-
fied by energy-dispersive X-ray spectroscopy and X-ray
diffraction analysis, respectively.

NiI2 is characterized by degradation in ambient con-
ditions [18] due to the crystallohydrate formation. In
our experience, 20 µm thick flake obtains characteristic
cyan color [23] for about 5 hours in air. However, crys-
tallohydrate appears on the flake surface even for the
short air depositions, e.g. while the flake is transferred
to the sample holder, see the X-ray diffraction pattern
in Fig. 1.

The powder X-ray diffraction analysis confirms the
main NiI2 phase with some admixture of nickel iodide
hexahydrate phase, as depicted in Fig. 1. The known
NiI2 structure with trigonal syngony R3̄m (space group
No.166, CdCl2 prototype) is confirmed. Intensity of
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Fig. 2. (Color online) Magnetization behavior of NiI2 flakes for the side mount orientation, α is the angle between the flake

surface and the magnetic field. The data are obtained at 120 K temperature. a — Ferromagnetic hysteresis for the 18 µm thick,

0.23 mg mass flake, magnetic field is parallel to the flake surface, α = 0. The hysteresis is observed within ±2 kOe field range.

For clarity, the central region is enlarged in the left inset. Right inset shows typical ferromagnetic anisotropy of magnetization

in high fields (15 kOe), M(H) is diminished for normal field orientation, α = 90◦. b — M(H) curves in a wide field range,

α = 90◦. Outside the hysteresis region ±2 kOe, M(H) shows linear paramagnetic dependence. c — Magnetization curves for a

massive sample (100 µm, 0.88 mg). The linear dependence shows clear paramagnetic response, as it should be expected [19,20]

for bulk NiI2 at temperatures above TN1 = 76 K

the diffraction peaks shows distinct texture due to the
(001) plane, which well corresponds to the layered NiI2
single crystal structure. The data are obtained at room
temperature, while this NiI2 structure is known to sur-
vive [10, 11] until 59.5 K. Below 59.5 K, the struc-
ture is monoclinic, due to a slight distortion from the
C-centered lattice [24]. Thus, the performed X-ray
diffraction analysis certainly valid in our temperature
range 80–300 K.

Since we can not avoid surface degradation com-
pletely, we should control it by definite sample han-
dling. The initial bulk NiI2 single crystal is stored in
vacuum in the sealed ampule. After opening to air, an
exfoliated flake is immediately placed in the nitrogen
flow cryostat and cooled down to 80 K. The residual

part of the initial NiI2 single crystal is stored in liquid
nitrogen. The second sample is obtained by warming
it to the room temperature in the flow of dry nitro-
gen, mechanical exfoliation of a thin flake, and cool-
ing down the NiI2 single crystal again. Despite the all
precautions, the next sample is always more corrupted
than the previous one, which allows to control possible
crystallohydrate effects.

We investigate magnetic response of thin NiI2 flakes
by Lake Shore Cryotronics 8604 VSM magnetome-
ter equipped with nitrogen flow cryostat. A flake is
mounted to the magnetometer sample holder by low
temperature grease, which has been tested to have a
negligible magnetic response. The flake’s surface can
be rotated in magnetic field both for the side mount
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Fig. 3. (Color online) FORC analysis for the same 18 µm thick, 0.23 mg mass flake as in Fig. 2. a — Raw FORC data, obtained as

multiple magnetization M(H,Hr) curves [25,26]. Before every curve, the magnetization is stabilized at fixed positive saturation

field Hs = 2 kOe. The starting reversal field Hr is gradually shifted to the lower fields. The data are obtained at 120 K. Magnetic

field is parallel to the flake surface, α = 0. Inset shows the enlaged region within ±2 kOe field range. b — The calculated

FORC density diagram, where Hu = 1
2
(H + Hr) is known as the interaction field and Hc = 1

2
(H − Hr) is the coercive field.

Single peak in ρ(Hu,Hc) and the so-called open contours at the Hu axis are usually regarded as a fingerprint of the multidomain

ferromagnet [27,28]. c — Scan of the FORC density along Hu = 0 line in (b)

case in Figs. 2, 4, 5 a, and for the top mount orienta-
tion in Fig. 5 b. In the every case, we perform centering
and saddling procedures to establish the correct sample
position in the magnetometer.

We investigate sample magnetization by standard
method of the magnetic field gradual sweeping be-
tween two opposite saturation values to obtain hystere-
sis loops at different temperatures. Apart from the hys-
teresis measurements, we perform first order reversal
curve (FORC) analysis [25,26], which is of growing pop-
ularity nowadays. The raw FORC data are obtained
as multiple magnetization M(H,Hr) curves [25, 26].
Before every curve, the magnetization is stabilized
at fixed positive saturation field Hs. As a second
step, the field is changed to the chosen reversal field
Hr, so the M(H) curve can be recorded toward the
positive saturation field Hs. For the next FORC
curve, the starting reversal field Hr is shifted to the
lower magnetic field. The FORC density distribu-
tion ρ = (−1/2)(∂2M(H,Hr)/∂H∂Hr) is calculated
by standard Lake Shore Cryotronics software. Here,
Hu = 1

2 (H +Hr) is known as the interaction field and
Hc = 1

2 (H − Hr) is the coercive field. FORC analy-
sis provides information on the magnetization reversal,
which can not be obtained from standard hysteresis
loops [27, 28].

3. EXPERIMENTAL RESULTS

Fig. 2 a shows typical magnetization behavior of
NiI2 thin flakes. To our surprise, 18 µm thick, 0.23 mg
mass flake demonstrates clear ferromagnetic hysteresis
even at 120 K, i.e. well above the bulk TN1=76 K. We
also observe typical ferromagnetic anisotropy of magne-
tization, see the right inset to Fig. 2 a. This anomalous
hysteresis is enlarged in the left inset to Fig. 2 a, it ap-
pears within ±2 kOe field range. In higher fields,M(H)

is of the linear paramagnetic behavior, as depicted in
Fig. 2 b.

In contrast, massive samples show clear paramag-
netic response, as it should be expected from previous
publications [19, 20], see Fig. 2 c for the 100 µm thick,
0.88 mg mass flake. It is important that M(H) val-
ues at 15 kOe does not scale with the sample mass in
Fig. 2 a and c, so the ferromagnetic response might be
attributed to the flake surface.

The conclusion on the ferromagnetic behavior of
NiI2 thin flakes is supported by FORC analysis in
Fig. 3. The raw FORC curves and the calculated FORC
density diagram ρ(Hu, Hc) are shown in (a) and (b), re-
spectively, at 120 K temperature for the sample from
Fig. 2 a. The raw magnetization M(H,Hr) curves con-
firm ferromagnetic response of the sample. We also ob-
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Fig. 4. (Color online) Magnetization loops at 79 K, 100 K,

120 K, 160 K temperatures for the same 18 µm thick, 0.23 mg

mass flake as in Fig. 2. We do not see temperature dependence

of the ferromagnetic loop within ±2 kOe field range. M(T )

temperature dependence is also weak up to the room tem-

perature, as it is shown in the left inset at fixed 1 kOe field.

M(α) angle dependence is shown in the right inset at 160 K

temperature for 15 kOe field, it coincides well with the result

at 120 K in Fig. 2 a

serve single peak in ρ(Hu, Hc), which is centered at low
Hc values with the so-called open contours at the Hu

axis. This behavior is usually regarded as a fingerprint
of the multidomain regime for a ferromagnet [27, 28].
The peak center is slightly shifted to the positive val-
ues of the interaction field Hu, which corresponds to
the dipolar interaction between domains [27, 28].

Ferromagnetic response of NiI2 thin flakes can be
demonstrated at different temperatures, see Fig. 4. The
magnetization curves coincide well from 79 K to 160 K,
as shown in the main field of Fig. 4. Moreover, the mag-
netization M value is nearly constant at 1 kOe up to
the room temperature, see the left inset to Fig. 4. The
angle dependence at 160 K is also identical to one at
120 K, cp. the insets to Fig. 2 a and Fig. 4, so there
is no sizable temperature dependence for any angle α
between the flake surface and the magnetic field for the
side-mount orientation of the sample.

We observe qualitatively similar results for differ-
ent samples, which also allows to highlight an effect of
surface degradation due to the crystallohydrate forma-
tion. Figure 5 shows magnetization curves for a similar
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Fig. 5. (Color online) Ferromagnetic hysteresis for a similar

(15 µm, 0.20 mg) NiI2 flake, which is exfoliated after several

warmings of the initial crystal to room temperature. a — Side

mount orientation of the sample, M(H) curves are shown at

120 K, 180 K, 240 K, 300 K temperatures. The hysteresis

appears in the same field range ±2 kOe. However, the satu-

ration level is diminished due to the surface crystallohydrate

for thin NiI2 flakes. Also, temperature dependence is strong

above ±2 kOe, while it is still not present within the hysteresis

loop. As an additional result of surface hexahydrate, shallow

oscillations appear as modulation of M(H). The oscillations

are perfectly reproducible as it is demonstrated in the left inset.

b — Similar M(H) data for the top mount sample orientation

at 100 K, 150 K, 200 K, 300 K temperatures. Magnetic field is

within the flake’s plane, there is angle dependence of the fer-

romagnetic hysteresis, as it is shown in the inset for two 120◦

shifted α values. Similarly to the side mount orientation, the

hysteresis loop is not sensitive to temperature within ±2 kOe

field range

(15 µm, 0.20 mg) flake, which is obtained from the same
initial NiI2 crystal after several warmings to room con-
ditions. Clear ferromagnetic hysteresis can be seen for
the side mount and for the top mount flake orienta-
tions in (a) and (b), respectively, for the temperatures
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up to 300 K. We also demonstrate typical ferromag-
netic anisotropy of magnetization, see the left inset to
Fig. 5 b. The hysteresis appears in the same field range
±2 kOe, so the coersitivity is independent on the par-
ticular sample and on the surface degradation. How-
ever, the saturation level is diminished in this case from
80 µemu to 40 µemu for the samples of similar masses
(0.23 mg and 0.20 mg, respectively). It seems that the
surface crystallohydrate diminishes the M(H) for thin
NiI2 flakes.

Surprisingly, Fig. 5 also shows clear modulation of
the magnetization curves by well-reproducible shallow
oscillations. We check that there is no oscillations at
fixed magnetic field. Some precursors of this behav-
ior can be also seen at low temperatures for the sample
from Fig. 4, see the curves obtained at 79 K and 100 K.
In Fig. 5, the oscillations can be seen up to 300 K. The
oscillations are stronger for the samples, obtained af-
ter multiple openings to air, they are well-reproducible
and, therefore, requires consistent explanation, as well
as the ferromagnetic hysteresis itself.

4. DISCUSSION

As a result, we observe evident ferromagnetic re-
sponse from thin NiI2 flakes at temperatures well above
the bulk TN1=76 K ordering temperature, while the
thick massive flakes show clear paramagnetic signal in
this temperature range. If a flake is exposed to air, fer-
romagnetic hysteresis is accompanied by the periodic
modulation of the magnetization curves.

First of all, no magnetic order can be expected
[7, 10, 11, 19] above TN1=76 K for bulk NiI2, which we
confirm by clear paramagnetic response for the thick
massive flakes in Fig. 2 c. We can not completely ex-
clude some crystallohydrate admixture, e.g., while a
flake is transferred to the sample holder. However, the
NiI2 crystallohydrate is known to have paramagnetic
response [23, 29], so it can not be responsible for the
observed ferromagnetic hysteresis.

Bulk NiI2 is a centrosymmetric magnetic semi-
conductor, so neither spin-orbit coupling nor the
Dzyaloshinskii- Moriya interaction are allowed by the
inversion symmetry of NiI2. Incommensurate spin
patterns are also too weak to generate non-negligible
Dzyaloshinskii-Moriya interaction [17].

For thin NiI2 flakes, the situation is more sophis-
ticated due to the anisotropic exchange (Kitaev inter-
action). Magnetic interactions between localized spins

can be generally modeled by the classical spin Hamilto-
nian, which include the exchange coupling interaction
tensors. The latter is generally decomposed into three
contributions [13]: the isotropic coupling term, defin-
ing the scalar Heisenberg model; the antisymmetric
term, which corresponds to the Dzyaloshinskii-Moriya
interaction and vanishes in the presence of an inversion
center; the anisotropic symmetric term also referred
to as a Kitaev term. The latter is expected [13, 17]
to determine the helical ground state below TN2. At
higher temperatures (above TN2), Kitaev interaction
changes antiferromagnetic ground state to ferromag-
netic one [20], with strong increase of the ordering tem-
perature TN1. As a result, the monolayer NiI2 is a
ferromagnetic insulator with the calculated TN1 about
200 K.

One can expect, that the Kitaev interaction be-
comes also important for the thin NiI2 single crystal
flakes, which should be a reason to observe magnetic or-
dering within 80–300 K temperature range, much above
the bulk TN1=76 K. As a possible scenario, the above
considerations on the Kitaev interaction should be im-
portant for the NiI2 flake surface. The topological spin
structures are predicted [13–15] for the NiI2 surface,
e.g. as the spontaneous formation of skyrmionic lat-
tice with a unique, well-defined topology and chirality
of the spin texture due to the Kitaev interaction [17].
The surface-defined magnetic response is more impor-
tant for the thin flakes, which is a good correspondence
with our experimental results. Indeed, there is no ferro-
magnetic response for the massive thick flake in Fig. 2 c,
while the magnetization saturation level is found to be
dependent on the level of surface degradation for the
samples of the similar masses, see Figs. 4 and Fig. 5
above ±2 kOe. Also, magnetic anisotropy can be seen
for any orientation of NiI2 flakes, which also correlates
with the surface-defined effect.

As about shallow oscillations in Fig. 5, they appear
in the experiment if a flake is multiply exposed to air,
i.e. for noticeable surface crystallohydrate. On the
other hand, shallow oscillations can be expected [31] in
the multiferroic state, see also, e.g., Fig.2 in Ref. [32].
Low-symmetric crystallohydrate thin film produces the
surface ferroelectric polarization [30] in addition to the
described above ferromagnetic properties due to the Ki-
taev interaction. Thus, the crystallohydrate-affected
NiI2 surface can be considered as artificial multiferroic
even at high temperatures.

Multiferroics are materials that exhibit different co-
existing ferroic orders such as ferroelectricity, ferromag-
netism, or ferroelasticity. Due to the coupling among
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the different degrees of freedom leading to these or-
dered states, the order parameters of one state can be
controlled by tuning parameters different from their
conjugate variable [33]. In the conditions of our ex-
periment, variation of the magnetic field leads to ap-
pearance of the electric field due to the magnetoelectric
coupling. Electric field produces mechanical stress in
ferroelectrics, which, subsequently, affects magnetiza-
tion due to the strong magneto-elastic coupling [31]. As
a result, variation of the external magnetic field should
produce shallow magnetization oscillations.

This mechanism is especially important for a wide
band gap semiconductor material NiI2, with negligi-
ble bulk conductivity even at room temperature [34].
Thus, shallow oscillations of magnetization for the
crystallohydrate-affected NiI2 thin flakes should be con-
sidered as additional confirmation of the surface origin
ferromagnetism in NiI2.

5. CONCLUSION

As a conclusion, we investigate the magnetic re-
sponse of thin NiI2 flakes for temperatures above 80 K.
Since no magnetic ordering is expected for bulk NiI2,
we observe clear paramagnetic response for massive
NiI2 single crystals. In contrast, thin NiI2 flakes
show well-defined ferromagnetic hysteresis loop within
±2 kOe field range. The value of the response does
not scale with the sample mass, ferromagnetic hystere-
sis can be seen for any flake orientation in the external
field, so it originates from the sample surface, possi-
bly, due to the anisotropic exchange (Kitaev interac-
tion). The observed ferromagnetism is weakly sensi-
tive to temperature up to 300 K. If a flake is multi-
ply exposed to air, ferromagnetic hysteresis is accom-
panied by the periodic modulation of the magnetization
curves, which is usually a fingerprint of the multiferroic
state. While NiI2 flakes can not be considered as mul-
tiferroics above 80 K, surface degradation due to the
crystallohydrate formation decreases the symmetry of
NiI2 surface, which produces the surface ferroelectric
polarization in addition to the described above ferro-
magnetic one.
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Методом теории функционала плотности проведены расчеты, показывающие возможность реализации

топологического фазового перехода (ТФП) из топологического в тривиальное состояние и связи данного

перехода с формированием аксионо-подобного состояния в антиферромагнитном топологическом изоля-

торе MnBi2Te4 путем анализа изменений электронной и спиновой структур топологических поверхност-

ных состояний (ТПС) и величины энергетической запрещенной зоны (ЭЗЗ) в точке Дирака при вариации

величины спин-орбитального взаимодействия. Анализ показал, что данный ТФП соответствует миниму-

му ЭЗЗ, открываемой в точке Дирака, и характеризуется инверсией p−z -состояний Te и p+z -состояний Bi с

различной четностью на краях формируемой ЭЗЗ, что соответствует изменению знака ЭЗЗ области ТФП

между топологической и тривиальной фазами. В точке перехода имеют место инверсия внеплоскостной

спиновой поляризации для состояний нижней и верхней частей конуса Дирака и пространственное пе-

рераспределение состояний, формирующих ТПС между поверхностью и объемом. При этом ТФП про-

исходит без полного закрытия ЭЗЗ с «перескоком» через нуль и образованием ненулевой ЭЗЗ, что мы

связываем с образованием аксионо-подобного состояния, которое обусловлено нетривиальной взаимосвя-

зью немагнитного (спин-орбитального) и магнитного взаимодействий на границе между топологической

и тривиальной фазами для системы с параметрами, близкими к ТФП. Предложено комплексное пред-

ставление такой взаимосвязи в области ТФП, когда аксионный член изменяется между квантованными

значениями π и 0, характерными для топологической и тривиальной фаз, что приводит к их взаимосвязи

в области ТФП и определяет ненулевую ЭЗЗ в точке Дирака. Приложение электрического поля перпен-

дикулярно поверхности к системе, находящейся в состоянии ТФП, приводит к изменению электронной

и спиновой структур и переходу из топологического в тривиальное состояние системы и наоборот при

смене направленности приложенного поля и показывает возможность реализации топологического маг-

нитоэлектрического эффекта в области ТФП.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Одной из наиболее интересных особенностей
магнитных аксионных топологических изоляторов
(ТИ), наиболее ярким представителем которых яв-
ляется недавно синтезированный антиферромагнит-
ный (АФМ) ТИ MnBi2Te4, является топологиче-
ский квантовый магнитоэлектрический (МЭ) эф-
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фект, реализация которого определяется так назы-
ваемым аксионным членом θ, который разделяет
между собой топологические и тривиальные изоля-
торы и определяет многие уникальные свойства ТИ
(см., например, обзоры [1–5]). Первоначально поня-
тие аксиона (и аксионного поля) пришло в физи-
ку конденсированного состояния [1–12] из физики
элементарных частиц и топологической теории по-
ля [13, 14] для описания МЭ-отклика (статического
и динамического) на внешнее электромагнитное воз-
действие посредством введения в лагранжиан систе-
мы дополнительного аксионного члена

Sθ =
θ

2π

e2

~c

∫
d3xdtE ·B,

определяемого псевдоскалярным полем θ, величина
которого может варьироваться в зависимости от ти-
па симметрии системы [1–5]. Здесь

e2

~c
= α

— постоянная тонкой структуры, E и B – электри-
ческое и магнитное поля. При наличии симметрии
обращения времени и пространственной симметрии
аксионный член θ принимает квантованное значение
θ = π для топологических сред и θ = 0 в тривиаль-
ных средах [1–5], тем самым вводя различие в МЭ-
отклике между топологической и тривиальной сре-
дой и обусловливая квантованность МЭ-эффекта,
а также возможность реализации квантового ано-
мального эффекта Холла в магнитных ТИ. На гра-
нице между топологической и тривиальной средами
(вакуум рассматривается как тривиальный изоля-
тор) θ изменяется в пределах от π в ТИ и до 0 в
вакууме. С другой стороны, в настоящее время по-
нятие аксиона (α) рассматривается более широко, в
том числе как результат взаимодействия фермиона
и антифермиона противоположной хиральности [15]

f + f∗ → α,

что сопровождается открытием запрещенной зоны
в формируемых дисперсионных соотношениях (т. е.
появлением массы) при таких взаимодействиях, в
основном между топологической и тривиальной фа-
зами. Или же понятие аксиона можно рассматри-
вать как результат взаимодействия обычного и вир-
туального (темного) фотона (γ + γ∗ → α) — пред-
ставителей безмассовых фермионов, с нарушением
симметрии обращения времени и четности, что и
обусловливает формирование массы аксиона и тем
самым определяет значительный интерес к пробле-

ме аксиона в космологии, астрофизике и теории су-
перструн [15–18]. При этом аксион как гипотетиче-
ская частица (с малой массой) является также воз-
можным компонентом во взаимодействии с темной
материей [17, 18]. При этом во многих моделях для
описания аксионного поля вводится комплексное по-
ле Φ = χeiθ, которое характеризуется ненулевым
средним вакуумным значением (аксионным потен-
циалом), зависящим от хиральной симметрии систе-
мы. В физике конденсированного состояния понятие
аксиона было введено именно на основании подобия
МЭ-отклика в ТИ при внешнем электромагнитном
воздействии.

При этом на основании этих корреляций в физи-
ке конденсированного состояния было введено поня-
тие аксионного изолятора как магнитного ТИ, ха-
рактеризующегося противоположной внеплоскост-
ной (out-of-plane) спиновой ориентацией (перпенди-
кулярно поверхности ТИ) на противоположных по-
верхностях. Именно такого типа аксионный изоля-
тор характеризуется квантованным топологическим
МЭ-откликом (пропорциональным ±(1/2)e2/~c) и
соответствующим квантованным значением поверх-
ностной проводимости, что определяется квантован-
ной величиной аксионного члена θ/2π (при θ = π)
в соответствующем выражении для лагранжиана
[3,4,6–12,19–22]. В этом случае именно изменение θ
на π на границе топологической и тривиальной сред
(т. е. на θ-границе) обеспечивает реализацию тополо-
гического квантованного МЭ-эффекта и квантово-
го полуцелого эффекта Холла на данной θ-границе,
т. е. на поверхности такого аксионного изолятора.

Первоначально идея аксионного изолятора ин-
тенсивно развивалась в работах [19–22], где акси-
онный изолятор строился на базе слоистой топо-
логической структуры, в которой слои Cr- и V-
допированных магнитных ТИ (Bi,Sb)2Te3 с раз-
личной коэрцитивной силой и противоположной
ориентацией магнитных моментов взаимодействова-
ли через слой немагнитного ТИ. Именно для по-
добного типа аксионного изолятора впервые был
продемонстрирован квантовый аномальный эффект
Холла с нулевым исходным плато и предполага-
лась реализация топологического МЭ-эффекта. Од-
нако в последнее время был синтезирован новый
тип собственного магнитно-упорядоченного АФМ
ТИ с естественной (природной) противоположной
ориентацией магнитных моментов в соседних маг-
нитных слоях, который может являться хорошей
перспективной платформой [23–32] для реализации
аксионо-подобного состояния и его исследования бо-
лее естественным и оптимальным образом. В на-
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стоящее время существует целая серия работ по
анализу возможности реализации состояния акси-
онного изолятора и динамического аксионного эф-
фекта в соединениях на основе MnBi2Te4, а также
ТИ из семейства (MnBi2Te4)m(Bi2Te3)n и предпо-
лагаемых новых соединениях типа Mn2Bi2Te5 или
Mn2Bi6Te11 [8, 10–12], где была показана возмож-
ность модуляции АФМ-взаимодействия и величи-
ны спин-орбитального (СО) взаимодействия, при-
водящая к эффективному формированию спино-
вых АФМ-флуктуаций и соответствующей динами-
ческой модуляции аксионного поля δθ(r, t), что под-
разумевает возможность более детального изучения
свойств аксионного состояния в физике конденсиро-
ванного состояния.

Несмотря на то что эти соединения, вклю-
чая также аналогичное соединения Mn2Sb2Te5 [33],
характеризуются более сложной структурой (для
Mn2Bi2Te5 и Mn2Sb2Te5 с двумя слоями атомов
Mn в элементарной ячейке [12, 33]), они также яв-
ляются аксионными АФМ-изоляторами, в которых
может реализоваться динамический аксионный эф-
фект, причем, возможно, даже в большей степени
[10], вследствие большей концентрации магнитных
атомов Mn в элементарной ячейке.

АФМ ТИ MnBi2Te4 представляет собой слоистое
соединение, состоящее из семислойных блоков (СБ)
Te–Bi–Te–Mn–Te–Bi–Te, разделенных вандервааль-
совыми промежутками [23–32,34–37]. При этом ато-
мы Mn в магнитном слое внутри каждого форми-
руемого СБ расположены в одной плоскости и свя-
заны между собой ферромагнитным взаимодействи-
ем, а взаимодействие между соседними СБ и соот-
ветствующими магнитными Mn-слоями имеет АФМ
характер [23–32,34]. При этом для АФМ ТИ, несмот-
ря на нарушение как симметрии обращения вре-
мени, так и пространственной симметрии (и чет-
ности), их комбинация в случае послойного АФМ-
упорядочения сохраняет топологический инвариант
[23–26]. Было показано, что данный АФМ ТИ дей-
ствительно является аксионным изолятором с про-
тивоположной ориентацией магнитных моментов на
противоположных поверхностях (при условии чет-
ности числа слоев, составляющих систему), где каж-
дая из поверхностей характеризуется вкладом в про-
водимость, равным половине кванта проводимости,
но с противоположным знаком ±(1/2)e2/~c, тем са-
мым компенсируя друг друга, что является основой
квантового аномального эффекта Холла с нулевым
исходным плато и необходимым условием для реа-
лизации аксионного состояния, а также возможно-
сти эффективной реализации динамического акси-

онного поля (эффекта) [1–5,8–12,19–22].
Необходимо отметить, что идея аксиона была

первоначально введена и исследована в физике кон-
денсированного состояния именно при анализе воз-
можного проявления динамического аксионного эф-
фекта в магнитных ТИ [8–12], т. е. возбуждения ди-
намического аксионного поля под действием элек-
тромагнитного излучения (при наличии магнитного
поля), которое может быть зарегистрировано экспе-
риментально путем возбуждения аксионного поля-
ритона [8]. При этом было введено понятие стати-
ческой (θ0) и динамической (δθ) частей аксионно-
го члена (аксионного поля): θ(r, t) = θ0 + δθ(r, t).
Статическая часть может рассматриваться как без-
размерный псевдоскалярный параметр (или псевдо-
скалярное аксионное поле). Динамическая часть, за-
висящая от времени, обусловлена изменением θ, со-
здаваемым внешним воздействием (внешним элек-
тромагнитным полем в сочетании с приложенным
магнитным полем, нарушающим симметрию обра-
щения времени), что и приводит к модуляции вели-
чины θ по отношению к θ0(r) = π [1, 4, 8–12]. В ре-
зультате проведенных исследований было показано,
что максимально эффективная реализация динами-
ческого аксионного эффекта может быть достигну-
та, когда система характеризуется минимальной ве-
личиной энергетической запрещенной зоны (ЭЗЗ),
определяемой в первую очередь изменением вели-
чины СО-взаимодействия, и находится по парамет-
рам в области топологического фазового перехода
(ТФП) от топологического к тривиальному состоя-
нию, когда θ изменяется от π до 0. При этом в точке
ТФП величина ЭЗЗ проходит через минимум с ин-
версией состояний с различной четностью на кра-
ях ЭЗЗ, т. е. с изменением знака формируемой ЭЗЗ
[1–4,8–12].

Исходя из представлений об аксионе (или
аксионо-подобном состоянии), отмеченных выше,
как результата взаимодействия двух дираковских
фермионов с линейной дисперсией противополож-
ной хиральности, f + f∗ → α, мы будем искать
и анализировать аксионо-подобное состояние, ре-
ализуемое в АФМ ТИ MnBi2Te4, путем анализа
изменений электронной и спиновой структур то-
пологических поверхностных состояний (ТПС)
как состояний с исходной линейной дисперсией в
области ТФП от топологического к тривиальному
состоянию (т. е. при изменении θ = π → 0) и измене-
ний величины ЭЗЗ в точке Дирака (при модуляции
величины СО-взаимодействия), обусловленных вза-
имосвязью (как будет показано ниже) немагнитных
(СО) и магнитных взаимодействий на θ-границе
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между топологической и тривиальной фазами.
Анализ будет проводиться на основе расчетов
электронной и спиновой структур методом теории
функционала плотности в слэбе (пластине образца)
различной толщины при модуляции величины
СО-взаимодействия λSOC в области ТФП, когда ве-
личина ЭЗЗ в точке Дирака достигает минимума, а
сама ЭЗЗ изменяет свой знак (вследствие инверсии
состояний с различной четностью (p+z -состояний
Bi и p−z -состояний Te)) при переходе системы из
топологического состояния в тривиальное.

Особое внимание будет уделяться исследованию
условий достижения минимума ЭЗЗ в точке Дира-
ка, инверсии вкладов состояний на краях формиру-
емой дираковской ЭЗЗ и изменений спиновой струк-
туры в точке минимума ЭЗЗ, а также анализу па-
раметров, которые могут влиять на величину ЭЗЗ
в области ее минимального значения при модифи-
кации величины λSOC . В конце работы будут при-
ведены результаты расчетов влияния электрическо-
го поля противоположной направленности, прило-
женного перпендикулярно поверхности, и возмож-
ности стимулированного полем управляемого пере-
хода между топологическим и тривиальным состо-
яниями системы.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В предыдущих публикациях, посвященных изу-
чению электронной структуры MnBi2Te4, было по-
казано, что для различных образцов данного ТИ
возможно формирование как большой ЭЗЗ в точ-
ке Дирака (80–90 мэВ из теоретических оценок
[23, 25, 26] или 50–60 мэВ из экспериментальных ис-
следований [27–32, 34]), так и малой ЭЗЗ (до 5–
10 мэВ и ниже вплоть до бесщелевых дисперсий),
открываемой в структуре ТПС [35–37]. При этом
было показано, что если модулировать (уменьшать)
величину эффективного СО-взаимодействия λSOC

в исходном АФМ ТИ MnBi2Te4, то это будет при-
водить к существенному изменению (уменьшению)
величины объемной запрещенной зоны в такой мо-
дельной системе [25, 26], вплоть до реинверсии p+z -
состояний Bi и p−z -состояний Te на границах зоны и
переходу системы из топологического в тривиальное
состояние. При этом точка инверсии данных состо-
яний как раз и соответствует точке ТФП. Анало-
гичные изменения при вариации λSOC имеют место
(как мы далее покажем) и для ЭЗЗ в структуре ТПС
в точке Дирака, см. также [34]. При этом, что важ-
но, именно минимум объемной запрещенной зоны

(как мы отмечали выше), а также дираковской ЭЗЗ
(как мы покажем ниже) как раз и соответствует в
наибольшей степени условиям реализации аксионо-
подобного состояния на границе между топологиче-
ской и тривиальной фазами.

2.1. Влияние модуляции величины

СО-взаимодействия в АФМ ТИ MnBi2Te4 на

изменение электронной структуры ТПС и

модуляцию величины ЭЗЗ в точке Дирака.

Роль топологического фазового перехода

На рис. 1а1 схематически представлена диаграм-
ма изменений энергетического положения уровней,
которые формируют валентную зону и зону про-
водимости (при «включенном» и «выключенном»
СО-взаимодействии λSOC), а также соответствую-
щей инверсии p+z -состояний Bi и p−z -состояний Te,
которые локализуются на краях формируемой объ-
емной запрещенной зоны. Данная диаграмма позво-
ляет качественно предполагать изменения величины
и знака формируемой объемной запрещенной зоны,
которые будут иметь место при переходе между то-
пологическим и тривиальным состояниями системы
при вариации λSOC в объеме MnBi2Te4 (взято из ра-
боты [26]). Знаки «+» и «−» соответствуют четности
состояний. Показаны энергетические распределения
электронных p−z -состояний Te и p+z -состояний Bi на
краях формируемой запрещенной зоны при «вклю-
ченном» и «выключенном» СО-взаимодействиии во
всем объеме кристалла (взято из [26]). Из представ-
ленной диаграммы следует, что если уменьшать ве-
личину λSOC в кристалле от значения, характер-
ного для топологической фазы (λSOC = 1) до ну-
левого значения (λSOC = 0), то при определенных
значениях λSOC можно достичь точки, характери-
зующейся минимумом величины запрещенной зоны
и инверсией p+z -состояний Bi и p−z -состояний Te с
различной четностью, формирующих края запре-
щенной зоны, которая будет соответствовать ТФП
между тривиальным и топологическим состояниями
системы. В данной работе будут проанализированы
более детально соответствующие изменения диспер-
сионной зависимости ТПС для MnBi2Te4 при изме-
нении величины λSOC для слэба различной толщи-
ны (от 6 до 24 СБ). На практике возможность из-
менения величины λSOC предполагается при замене
(полной или частичной) атомов тяжелых металлов
(Te, Bi) на атомы более легких элементов (Se, S, Sb).
В работах [38–40] анализируются изменения элек-
тронной структуры соединений MnSb2Te4, MnBiSe4
и др., в которых атомы Bi и Te заменяются на ато-
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мы Sb и Se. Результаты работ показывают, что эти
соединения, ввиду меньшей величины атомного СО-
взаимодействия замещающих атомов, действитель-
но находятся ближе к области ТФП и в зависимости
от особенностей структурных параметров и прило-
женного давления могут переходить из фазы АФМ
ТИ в тривиальную или ферромагнитную фазу. Бо-
лее того, в работе [41] показано, что постепенное за-
мещение атомов Те на атомы Se действительно при-
водит к модуляции величины запрещенной зоны и
ТФП в тривиальное состояние для соединений со
стехиометрией, близкой к MnBi2Te2Se2.

На рис. 1а2–а5 представлены изменения диспер-
сионной зависимости ТПС (и соответствующие из-
менения величины ЭЗЗ в точке Дирака), а также
ближайших состояний валентной зоны и зоны про-
водимости для слэба толщиной 18 СБ при вариации
λSOC (относительно исходной величины λSOC , ха-
рактерной для MnBi2Te4, принятой за 1) для атомов
в рассчитываемом слэбе. Аналогичного типа зави-
симости изменения величины ЭЗЗ в точке Дирака
для толщины рассчитываемого слэба 12 СБ пред-
ставлены в работе [41], которые различаются дости-
жимой величиной ЭЗЗ в точке Дирака. Представ-
ленные результаты показывают, что при уменьше-
нии λSOC (ниже λSOC = 1) величина ЭЗЗ в точке
Дирака также уменьшается и доходит до минимума.
После прохождения точки минимума величина ди-
раковской ЭЗЗ опять начинает возрастать. Именно
этот минимум в дираковской ЭЗЗ (как мы покажем
ниже) соответствует области ТФП между тривиаль-
ным и топологическим состояниями системы.

На рис. 1а6–а9 показана более детально диспер-
сионная зависимость ТПС в точке минимума ди-
раковской ЭЗЗ для всех толщин рассчитываемого
слэба (6, 12, 18, 24 СБ), а на рис. 1а10 для срав-
нения показаны соответствующие изменения вели-
чины дираковской ЭЗЗ при вариации λSOC (как
выше, так и ниже области минимальной ЭЗЗ) для
всех толщин рассчитываемого слэба. Рассчитанные
величины минимальной ЭЗЗ в точке Дирака для
различных толщин слэба составляют 19 мэВ для
6 СБ, 9.5 мэВ для 12 СБ, 6.5 мэВ для 18 СБ и
4.2 мэВ для 24 СБ. Цветовая гамма на представ-
ленных дисперсиях на рис. 1а1–а5 и 1а6–а9 соот-
ветствует разности вкладов p−z -состояний Т и p+z -
состояний Bi в формируемую электронную струк-
туру. Красный (синий) цвет соответствует прева-
лированию вклада p−z -состояний Тe (p+z -состояний
Bi). Из анализа представленных вкладов видно, что
как ТПС на краях дираковской ЭЗЗ, так и состо-
яния на краях объемной запрещенной зоны пока-

зывают явную инверсию вкладов p−z -состояний Te
(p+z -состояний Bi) в области точки Γ при переходе
между топологическим и тривиальным состояниями
системы. Такая инверсия, с одной стороны, подтвер-
ждает наличие ТФП из топологического в триви-
альное состояние (и наоборот) при изменении λSOC ,
а с другой стороны, это свидетельствует об инвер-
сии знака ЭЗЗ при ТФП. Тривиальному состоянию
системы соответствует ЭЗЗ положительного знака,
а топологической фазе – ЭЗЗ отрицательного знака
[1, 4, 10–12,34, 42, 43].

Отмеченные выше изменения величины ЭЗЗ для
различных толщин слэба можно было бы попытать-
ся объяснить влиянием корреляционных эффектов
между ТПС на краях слэба (эффекты конечных
размеров слэба). Хорошо известно, что уменьше-
ние толщины рассчитываемого слэба ниже опреде-
ленных пределов может приводить к увеличению
корреляционных эффектов между состояниями на
краях слэба [10, 44, 45]), что может сопровождаться
увеличением рассчитанного значения дираковской
ЭЗЗ. Но при этом считается, что влияние корреля-
ционных эффектов проявляется в значительной сте-
пени для толщин слэба менее 4–6 СБ, и при толщине
слэба более 6–12 СБ роль корреляционных эффек-
тов перестает оказывать заметное влияние на изме-
нение электронной структуры. При этом необходимо
отметить, что изменения дисперсионной зависимо-
сти ТПС наблюдаются только для состояний в об-
ласти минимума дираковской ЭЗЗ. При этом на дру-
гие состояния валентной зоны и зоны проводимости
изменение толщины слэба выше 6 СБ практически
не сказывается. Здесь следует отметить, что анало-
гичные расчеты, проведенные нами для немагнит-
ного ТИ Bi2Te3 с толщиной рассчитываемого слэба
12 СБ, показывают, что величина ЭЗЗ в точке Ди-
рака для данной системы не превышает величины
2 · 10−2 мэВ. Таким образом, из данного сравнения
можно сделать вывод, что минимальная величина
ЭЗЗ для АФМ ТИ MnBi2Te4 при прохождении обла-
сти ТФП имеет явно ненулевое значение и не может
быть обусловлена численной погрешностью произ-
водимых расчетов.

Таким образом, из изложенного выше можно сде-
лать вывод, что при теоретическом изменении вели-
чины λSOC в АФМ ТИ MnBi2Te4 (в слэбе толщиной
от 6 до 24 СБ) в системе наблюдается ТФП из то-
пологического в тривиальное состояние с инверсией
состояний на краях дираковской ЭЗЗ в точке ТФП.
Но при этом переход происходит не с непрерывным
уменьшением величины ЭЗЗ до нуля в точке ТФП,
а с «перескоком» величины дираковской ЭЗЗ через
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Схематическое представление [26] инверсии p+z -состояний Bi и p−z -состояний Te при учете и без

учета СО-взаимодействия во всем объеме кристалла (a1). Изменения электронной структуры ТПС для слэба толщиной

18 СБ при вариации λSOC вблизи минимума ЭЗЗ в точке Дирака (а2–а5). Более детальная электронная структура ТПС

в точке минимума дираковской ЭЗЗ для толщин рассчитываемого слэба 6, 12, 18, 24 СБ (а6–а9). Соответствующие

изменения величины дираковской ЭЗЗ при вариации λSOC в слэбе как выше, так и ниже области минимальной вели-

чины ЭЗЗ для всех толщин рассчитываемого слэба (а10). Цветовая гамма на представленных дисперсиях на рис. а1–а5

соответствует разности вкладов p−z -состояний Te и p+z -состояний Bi в формируемую электронную структуру. Красный

(синий) цвет соответствует превалированию вклада p−z -состояния Te (p+z -состояний Bi)

нуль. В точке ТФП формируется ненулевая ЭЗЗ, ве-
личина которой для слэба толщиной 24 СБ состав-
ляет 4.2 мэВ. Аппроксимация величины ЭЗЗ в точке
Дирака на бесконечные толшины с использованием
имеющихся значений для различных толщин слэба
дает минимальное значение 3.5 мэВ.

Именно ненулевое значение дираковской ЭЗЗ в
точке ТФП мы будем ассоциировать с формирова-
нием аксино-подобного состояния на границе между
топологической и тривиальной фазами, обусловлен-
ного градиентом θ на данной границе и приводящего
к взаимосвязи немагнитных (СО) вкладов и магнит-
ных вкладов на θ-границе в точке ТФП (см. далее).

2.2. Модификация спиновой структуры в

точке ТФП при вариации величины

СО-взаимодействия

На рис. 2 представлены изменения спиновой
структуры с ориентацией спина параллельно (in-
plane, Sx) и перпендикулярно (out-of-plane, Sz) по-
верхности, взятые из работы [41], при вариации ве-
личины λSOC в области значений, соответствующих

ТФП выше (λSOC = 0.95) и ниже (λSOC = 0.85)
точки ТФП, а также непосредственно в точке ТФП
(λSOC = 0.92 = λ0), рассчитанные для слэба толщи-
ной 12 СБ. На рис. 2a1,b1,c1 представлены спиновые
проекции Sx, а на рис. 2a2,b2,c2 — соответствующие
спиновые проекции Sz. Здесь же на вставках показа-
ны более детально области точки Дирака и соответ-
ствующей ЭЗЗ, открывающейся в точке Дирака. В
точке ТФП величина дираковской ЭЗЗ минимальна
и соответствует для данной толщины слэба значе-
нию 9.5 мэВ. Красные и синие символы соответству-
ют противоположной спиновой ориентации как для
Sx-, так и для Sz-компонент. Дисперсионные зави-
симости на рис. 2а1,а2 соответствуют топологиче-
ской фазе (λSOC > λ0), а на рис. 2с1,с2 — триви-
альной фазе (λSOC < λ0). Анализ показывает, что
во всех случаях Sx-компонента характеризуется ге-
ликоидальной структурой (противоположные знаки
спиновой ориентации для +k|| и −k||), симметрич-
ной относительно точки Γ (k|| = 0), что типично
для ТИ. Подобный характер спиновой структуры
сохраняется как для топологической, так и триви-
альной фазы вблизи точки Дирака. При этом Sz-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Модификация спиновой структуры ТПС для АФМ ТИ MnBi2Te4 с ориентацией спина парал-

лельно поверхности (in-plane, Sx) (a1,b1,c1) и перпендикулярно поверхности (out-of-plane, Sz) (a2,b2,c2), рассчитанная

для слэба толщиной 12 СБ в области Γ-точки для состояний верхней и нижней частей дираковского конуса (красные

и синие точки), при значениях λSOC в области ТФП для случаев выше точки перехода (a1,a2) при λSOC = 0.95; в

точке ТФП (b1, b2) при λSOC = 0.92 и ниже ТФП (c1, c2) при λSOC = 0.85. На вставках показано более детальное

представление Sz-спиновой структуры непосредственно в области точки Дирака. (d1,d2) — соответствующие изменения

в локализации ТПС относительно поверхности для значений λSOC выше (λSOC = 1.0) и ниже (λSOC = 0.85) точки

ТФП. (е) — изменение величины Sz-поляризации для состояний нижней части дираковского конуса в области ЭЗЗ при

вариации λSOC в области ТФП (из работы [41])

структура характеризуется явной инверсией спино-
вой ориентации в точке Γ для состояния тополо-
гической фазы (λSOC > λ0), рис. 2а1,а2, и отсут-
ствием спиновой инверсии в тривиальном состоянии
(λSOC < λ0), рис. 2с1,с2. Данные изменения спино-
вой Sz-поляризации свидетельствуют о модуляции
АФМ-порядка при вариации λSOC в области ТФП.

На рис. 2d1,d2 показаны изменения локализа-
ции ТПС относительно поверхности для значений
λSOC выше (λSOC = 1.0) и ниже (λSOC = 0.85) точ-
ки ТФП, рассчитанные для слэба толщиной 12 СБ.
Представленные результаты показывают, что для
λSOC выше точки ТФП, когда система находится

в состоянии ТИ, поверхностные ТПС локализованы
вблизи поверхности, а для λSOC ниже точки ТФП,
когда система находится в состоянии тривиально-
го изолятора, данные состояния уже распеределены
по всему объему. Их локализация в этом случае со-
ответствует локализации объемных состояний. Эти
изменения также соответствуют переходу системы
из топологического в тривиальное состояние.

На рис. 2е представлены изменения величины
спиновой Sz-поляризации для состояний нижней ча-
сти дираковского конуса в области ЭЗЗ (синие точ-
ки на рис. 2b2) при изменении λSOC в области ТФП,
которые показывают, что максимальная степень Sz-
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поляризации достигается именно в области ТФП
(при подходе со стороны топологического состоя-
ния). Данный результат свидетельствует, с одной
стороны, о взаимосвязи немагнитных (СО) и маг-
нитных взаимодействий в области ТФП (т. е. в об-
ласти минимальной ЭЗЗ). При этом следует отме-
тить, что в реальной системе изменение величины
СО-взаимодействия обусловлено изменением внут-
риатомного и поверхностного градиентов электро-
статического потенциала. А с другой стороны, это
может свидетельствовать о том, что именно в точке
ТФП эта взаимосвязь проявляется в максимальной
степени. Таким образом, минимум в ненулевой ве-
личине ЭЗЗ коррелирует с усиленной взаимосвязью
немагнитных (СО) и магнитных взаимодействий в
области ТФП, что является важным аргументом в
пользу возможности реализации аксионо-подобного
состояния в данной системе (см. ниже).

Теперь необходимо прояснить вопрос, каким об-
разом ненулевая минимальная величина ЭЗЗ точке
ТФП связана с взаимовлиянием немагнитных (СО)
и магнитных взаимодействий и изменением величи-
ны θ = π → 0 в области ТФП, что и предполагает-
ся основой формирования аксионо-подобного состо-
яния на θ-границе между топологической и триви-
альной фазами.

2.3. Связь точки минимума ЭЗЗ в точке

Дирака в области ТФП с возможностью

реализации аксионо-подобного состояния на

θ-границе между топологической и

тривиальной фазами

Если резюмировать результаты представленных
расчетов, то вариация (уменьшение) величины
λSOC в АФМ ТИ MnBi2Te4 сопровождается изме-
нением (уменьшением) величины дираковской ЭЗЗ,
величина которой доходит до минимума, а затем
начинает опять возрастать. В точке минимума ЭЗЗ
система испытывает ТФП из топологического в три-
виальное состояние. Данный ТФП сопровождается
инверсией вкладов p−z -состояний Te и p+z -состояний
Bi (с различной четностью) на краях формируемой
дираковской ЭЗЗ, что может свидетельствовать
об изменении знака ЭЗЗ, что и является индика-
тором ТФП. При этом в точке ТФП происходят
также инверсия спиновой Sz-ориентации состояний
верхнего и нижнего конусов Дирака на краях
дираковской ЭЗЗ и переход в точке ТФП от поверх-
ностной локализации состояний, формирующих
ТПС, к объемной локализации во всем слэбе.
При этом величина спиновой Sz-компоненты для

состояний нижней части дираковского конуса в
области ТФП достигает максимальных значений,
что свидетельствует об усиленной взаимосвязи
немагнитных (СО) и магнитных взаимодействий
именно в области ТФП.

Представленные изменения величины и знака
дираковской ЭЗЗ и их зависимость от немагнит-
ных (СО) и магнитных взаимодействий в рамках
представления дираковской четырехзонной модели
[4] соответствуют изменениям величин m4 и m5 (см.
ниже в данном разделе). При этом, как показали
расчеты в данной работе, в точке ТФП уменьше-
ние величины и инверсия знака дираковской ЭЗЗ
(определяемые величиной и знаком m4 в дираков-
ском представлении) при изменении λSOC проис-
ходят не непрерывно, а с перескоком через нуль.
(В наших расчетах в точке ТФП при толщине сл-
эба 24 СБ величина ЭЗЗ в точке Дирака составля-
ла 4.2 мэВ.) Формирование ненулевой дираковской
ЭЗЗ в точке ТФП в нашем рассмотрении ассоцииру-
ется с формированием аксионо-подобного состояния
на границе между топологической и тривиальной
фазами, которое и обусловливает взаимосвязь меж-
ду немагнитными и магнитными взаимодействиями
на θ-границе между данными фазами. Такое пред-
положение коррелирует с тем, что согласно работам
[8, 10–12, 43] точка минимума ЭЗЗ в области ТФП
как раз и должна соответствовать наиболее эффек-
тивной реализации динамического аксионного воз-
буждения.

Здесь следует отметить, что все упомянутые вы-
ше изменения в точке ТФП проявляются именно на
границе между топологической и тривиальной фа-
зами, т. е. для данной системы — на границе между
кристаллом и вакуумом (где величина θ изменяет-
ся от π до 0). Именно градиент аксионного поля на
границе между топологической и тривиальной фа-
зами в точке ТФП (при θ 6= π или 0 (π → 0)), когда
нарушается как симметрия обращения времени, так
и пространственная инверсия, является ответствен-
ным за нетривиальную взаимосвязь между немаг-
нитными (СО) и магнитными взаимодействиями на
θ-границе, обусловливающую формирование нену-
левой дираковской ЭЗЗ в точке ТФП, что и являет-
ся индикатором формирования аксионо-подобного
состояния.

Данную взаимосвязь можно визуализировать,
используя комплексное представление аксионного
поля Φ = χeiθ посредством введения изменения
(взаимодействия) немагнитного (в основном СО) и
магнитного вкладов (аналогично работам [41, 43]).
При этом изменение величины СО-взаимодействия
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определяется в первую очередь изменением величи-
ны электростатического внутриатомного градиента
потенциала. В этом случае, если перейти к зави-
симости величины ЭЗЗ в точке Дирака, то θ мож-
но представить как фазовую переменную для ком-
плексного представления массового члена m = ρeiθ

[4,14,17,41,43], как это показано на рис. 3. Возмож-
ность комплексного представления массового члена
при изменении аксионого поля было отмечено еще
в пионерской работе [14]. При таком представлении
действительная и мнимая части могут быть пред-
ставлены как m4 и m5 в выражении

m = m4 + im5.

Здесь
m4 = ρ cos θ, m5 = ρ sin θ

с величиной модуля

|m| = |ρ| =
√
m2

4 + (im5)2.

Член m4 соответствует вкладу немагнитных (в ос-
новном СО) взаимодействий в четырехзонной моде-
ли Дирака [4,10–12], которые сохраняют симметрию
обращения времени и пространственной инверсии,
а m5 соответствует вкладу АФМ-взаимодействий
(АФМ-порядку), приводящих к нарушению симмет-
рии обращения времени и пространственной инвер-
сии. В этом представлении топологическому состо-
янию соответствует левая точка на окружности с
радиусом

ρ = |m| =
√
m2

4 + (im5)2

на оси m4 (точка θ = π) на рис. 3, которая характе-
ризуется отрицательным знаком ЭЗЗ в точке Дира-
ка. Тривиальному состоянию соответствует правая
точка на данной окружности (точка θ = 0), кото-
рая характеризуется положительным знаком дира-
ковской ЭЗЗ.

Данное представление демонстрирует взаимо-
связь между немагнитными (СО) и магнитными
вкладами при переходе θ = π → 0, когда значе-
ние θ отличается от квантованных значений π и 0,
и их возможную взаимную трансформацию в точке
ТФП. Аналогичные представления об изменении θ

при переходе между топологической и тривиальной
фазами без нарушения и с нарушением симметрии
обращения времени и пространственной симметрии
представлены в работах [46, 47], где также показа-
но, что этот переход в области изменения θ (между
квантованными значениями π и 0, когда симметрии
нарушены) происходит без закрытия ЭЗЗ в точке

θ

 

 

m5

m4

|m|

Topological phase
θ = �

Trivial phase
θ = 0

Рис. 3. (В цвете онлайн) Схематическое комплексное пред-

ставление взаимосвязи между аксионным полем θ и немаг-

нитным порядком, описываемым величиной m4 (в основ-

ном за счет СО-связи), и АФМ-порядком, описываемым

m5, в области ТФП в пределах изменения θ = π → 0.

Здесь топологическому состоянию соответствует левая

точка на окружности (радиусом ρ =
√

m2
4 + (im5)2 на оси

m4 (θ = π)), которая характеризуется отрицательной ди-

раковской ЭЗЗ (m4 < 0). Тривиальное состояние соответ-

ствует правой точке окружности (θ = 0), которая харак-

теризуется положительным знаком ЭЗЗ в точке Дирака

(m4 > 0). Для АФМ TИ MnBi2Te4 переход из топологи-

ческого в тривиальное состояние происходит по радиусу

окружности, что показано красными стрелками (без за-

крытия дираковской ЭЗЗ). Для немагнитных ТИ тополо-

гический переход происходит вдоль оси m4 (при m5 = 0)

без открытия ЭЗЗ, что показано синими стрелками (из ра-

боты [41])

ТФП. На рис. 3 — это переход по красным стрел-
кам. Для немагнитного ТИ, когда переход проис-
ходит исключительно по горизонтальной оси (изме-
нение m4), где симметрия сохраняется, θ переходит
от значения π до 0 непосредственно в точке ТФП
(по окружности с нулевым радиусом). В этом слу-
чае ТФП происходит с нулевой ЭЗЗ, что показано
синими стрелками.

Если мы будем теоретически уменьшать значе-
ние λSOC (что соответствует уменьшению m4) для
АФМ MnBi2Te4 (на рис. 3 это движение слева на-
право вдоль оси m4), то при значениях λSOC , со-
ответствующих области перехода от топологическо-
го к тривиальному состоянию вклады m4 и m5

становятся сравнимыми (левая точка на окружно-
сти на рис. 3). В этом случае условие сохранения
комбинированного топологического инварианта для
MnBi2Te4 (характеризуемого значением θ = π) на-
рушается. Значение θ начинает изменяться в преде-
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лах между π и 0, тем самым воздействуя на взаи-
мосвязь между m4 и m5, в соответствии с данным
комплексным представлением, и система переходит
из топологического состояния (θ = π) в состояние
тривиального изолятора (θ = 0) с другой четностью
и противоположным знаком ЭЗЗ в точке Γ (уже с
неинвертированными поверхностными состояниями
на краях ЭЗЗ, т. е. с положительным знаком ЭЗЗ).
Этот переход можно описать вращением вектора с
модулем |m| в данном комплексном представлении
(показано красными стрелками на рис. 3). Именно
инвариантность модуля |m| при изменении λSOC в
области ТФП и определяет наличие ЭЗЗ и ее неиз-
менность при таком переходе. В этом случае размер
ЭЗЗ соответствует выражению

Egap =
√
m2

4 + (im5)2

в точке TФП (см. также [10]).
Аналогичная ситуация имеет место и при увели-

чении величины СО-взаимодействия от малых зна-
чений, соответствующих тривиальной фазе, (начи-
ная от правой точки на комплексном представле-
нии на рис. 3). В этом случае данная взаимосвязь
проявляет себя явным образом только при превыше-
нии определенного порога внутриатомного градиен-
та потенциала (т. е. в области ТФП).

При этом следует отметить, что в соответствии с
расширенным законом Гаусса с введенным аксион-
ным членом [4, 14, 48–50]

∇ ·E = ρ− α

4π2
∇θ ·B,

именно градиент θ на границе между топологиче-
ской и тривиальной фазами вызывает соответству-
ющую взаимосвязь между электрическими и маг-
нитными полями (или СО (m4) и магнитными (m5)
вкладами) на θ-границе в области ТФП, что и обу-
словливает формирование аксионо-подобного состо-
яния на границе между топологической и триви-
альной средами, которое проявляется, в том чис-
ле, в формировании ненулевой ЭЗЗ в точке Дира-
ка при ТФП и соответствующего топологического
МЭ-эффекта (для системы с параметрами, близки-
ми к ТФП). Подобное представление в какой-то ме-
ре коррелирует с эффектом аксионной нестабильно-
сти, анализируемым в работах [43, 51, 52]. В рамках
данного эффекта, когда электрическое поле, при-
ложенное к системе, превышает определенный уро-
вень Ecrit, электрическое поле начинает экраниро-
ваться, что приводит к возникновению локальной

плотности магнитного потока в области θ-границы
за счет МЭ-эффекта [43]

B(θ) = 4πµMθ =
α

π
µθE(θ).

Другими словами, эффект аксионной нестабильно-
сти можно также рассматривать как эффект уни-
кальной взаимосвязи между электрическими и маг-
нитными полями в области изменения θ.

2.4. Модуляция электронной и спиновой

структур при приложении электрического

поля для системы на основе АФМ ТИ

MnBi2Te4 с параметрами,

соответствующими ТФП

Интересно, что если приложить электрическое
поле перпендикулярно к поверхности (или внешний
градиент электростатического потенциала) для си-
стемы на основе АФМ ТИ MnBi2Te4, характеризую-
щейся величиной λSOC в области ТФП, то в зависи-
мости от полярности приложенного электрического
поля (направления градиента) это приведет к транс-
формации системы либо в топологическую, либо в
тривиальную фазу.

На рис. 4 (в качестве дальнейшего развития
идей, представленных в работах [41, 43]) показа-
ны изменения Sz-спиновой структуры с детализа-
цией спин-зависимых дисперсионных зависимостей
ТПС в области точки Дирака при приложении
внешнего градиента потенциала путем введения в
расчет граничных условий «вакуум–слэб–металл»
с добавлением дополнительного заряда в систему
[53], находящуюся по параметрам в области ТФП
(λSOC = 0.92). Красные и синие символы соответ-
ствуют противоположным направлениям спиновой
ориентации. Расчеты проведены для слэба толщи-
ной 12 СБ. Количественные изменения величины
Sz для состояний нижней части дираковского кону-
са при приложении электрического поля противо-
положной полярности для различных значений ве-
личины градиента приложенного поля относитель-
но точки ТФП (λSOC = 0.92) представлены на
рис. 4b. Из рассмотрения видно, что при приложе-
нии поля положительной полярности внеплоскост-
ная спиновая Sz-компонента в точке Дирака по-
казывает явно увеличивающуюся степень спиновой
Sz-поляризации, что соответствует переходу систе-
мы в топологическое состояние, причем с величи-
ной спиновой Sz-поляризации даже большей, чем
для топологической фазы без приложенного элек-
трического поля. С другой стороны, при приложе-
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Рис. 4. (В цвете онлайн) (а1–а5) — Изменения внеплоскостной (Sz) спиновой структуры с детализацией дисперсионных

зависимостей ТПС в области точки Дирака при приложении электрического поля (перпендикулярно поверхности) проти-

воположной полярности по отношению к системе, находящейся по параметрам в области ТФП (λSOC = 0.92). Величины

напряженности приложенного поля представлены на соответствующих вставках. Красные и синие символы соответствуют

противоположным направлениям спиновой ориентации. Расчеты проведены для слэба толщиной 12 СБ. (b) — Изменения

величины Sz для состояний нижней части дираковского конуса при приложении электрического поля противоположной

полярности для различных значений величины градиента приложенного поля относительно точки ТФП (λSOC = 0.92)

нии поля отрицательной полярности система пере-
ходит в тривиальное состояние уже без соответству-
ющей инверсии спиновых состояний на краях ЭЗЗ
в точке Дирака.

Результаты данных расчетов показывают, что, с
одной стороны, для системы, находящейся по па-
раметрам в области ТФП, можно легко переводить
систему из топологического в тривиальное состоя-
ние и наоборот, прикладывая перпендикулярно по-
верхности электрическое поле противоположной на-
правленности, т. е. управлять ТФП. А с другой сто-
роны, эти расчеты показывают взаимосвязь элек-
трических и магнитных взаимодействий в области
ТФП. Электрическое поле, приложенное перпен-
дикулярно поверхности, вызывает внеплоскостную
(Sz) спиновую поляризацию, свидетельствующую о
формировании локального магнитного поля перпен-
дикулярно поверхности, что соответствует возмож-
ности реализации топологического МЭ-эффекта в
области ТФП.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С целью анализа возможности реализации то-
пологического фазового перехода и связи данного

перехода с формированием аксионо-подобного со-
стояния, локализованного на границе между топо-
логической и тривиальной фазами методом теории
функционала плотности проведены сравнительные
расчеты и анализ изменений электронной и спи-
новой структур в системах на основе АФМ ТИ
MnBi2Te4 в слэбе различной толщины (6, 12, 18, 24
СБ)) при вариации величины СО-взаимодействия в
области ТФП между топологическим и тривиаль-
ным состояниями системы.

Расчеты показали, что в точке ТФП величи-
на дираковской ЭЗЗ достигает своего минимума
при уменьшении величины λSOC (для слэба толщи-
ной 24 СБ величина минимальной ЭЗЗ составляет
4.2 мэВ), а затем после прохождения через точку
ТФП при дальнейшем уменьшении λSOC вновь на-
чинает возрастать при переходе в тривиальное со-
стояние. Одновременно в точке ТФП происходит ин-
версия вкладов p+z -состояний Bi и p−z -состояний Te с
разной четностью на краях дираковской ЭЗЗ, име-
ющая место в области точки ТФП, что свидетель-
ствует об инверсии знака формируемой ЭЗЗ. При
этом в точке ТФП имеет место инверсия внеплос-
костной (Sz) спиновой поляризации в точке Γ для
состояний нижней и верхней частей конуса Дирака.
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Переход от топологического к тривиальному состо-
янию системы при изменении λSOC происходит без
закрытия дираковской ЭЗЗ, т. е. с «перескоком» че-
рез 0 и образованием ненулевой дираковской ЭЗЗ
при таком переходе, что является индикатором вза-
имосвязи немагнитных электрических (СО) и маг-
нитных взаимодействий в области ТФП и форми-
рования аксионо-подобного состояния на θ-границе
между топологической и тривиальной фазами.

При этом именно градиент θ (θ = π → 0) на
границе между топологической и тривиальной сре-
дами вызывает нетривиальную взаимосвязь между
немагнитными (СО) и магнитными взаимодействи-
ями на θ-границе в точке ТФП , т. е. формирование
аксионо-подобного состояния, которое проявляется,
в том числе, в формировании ненулевой дираков-
ской ЭЗЗ при ТФП.

Предложено комплексное представление такой
взаимосвязи при значениях величины λSOC , соот-
ветствующих области ТФП, на θ-границе, где акси-
онный член изменяется между квантованными зна-
чениями в пределах от π до 0. В точке ТФП систе-
ма переходит из топологического состояния (θ = π)
в тривиальное изолирующее состояние (θ = 0) с
другой четностью и противоположным знаком ЭЗЗ
в точке Γ путем взаимного преобразования между
электрическим и магнитным вкладами в пределах
изменения θ = π → 0, что определяет ненулевую
ЭЗЗ при ТФП.

Приложение электрического поля перпендику-
лярно поверхности к системе на основе АФМ ТИ
МnВi2Тe4, находящейся по параметрам, близким к
состоянию ТФП, позволяет управлять переходом из
топологического в тривиальное состояние и наобо-
рот при смене направленности приложенного элек-
трического поля, что показывает взаимосвязь элек-
трических и магнитных вкладов в области ТФП
и возможность реализации топологического МЭ-
эффекта в области ТФП.

4. МЕТОДЫ

Расчеты электронной структуры были проведе-
ны с использованием программного кода OpenMX, в
котором реализован полностью релятивистский ме-
тод функционала электронной плотности с исполь-
зованием псевдопотенциалов, сохраняющих норму
[54] и псевдоатомных орбиталей в качестве базис-
ных функций [55–57]. Расчеты проводились в рам-
ках обобщенного градиентного приближения с ис-
пользованием его PBE-версии [58]. Сетка интегри-

рования в прямом пространстве определялась энер-
гией отсечки 450 Ry, а в обратном пространстве, для
разбивки зоны Бриллюэна, сетка задавалась как
5 × 5 × 5 k-точек в случае расчетов объема кри-
сталла и 5 × 5 × 1 k-точек при наличии поверхно-
сти. Проверка показала, что дальнейшее увеличе-
ние плотности k-сетки приводит лишь к очень сла-
бым изменениям в электронной структуре. Крите-
рий сходимости по полной энергии был выбран рав-
ным 1 · 10−6 эВ. Базисные функции задавались сле-
дующим образом: Bi8.0-s3p2d2f1, Te7.0-s3p2d2f1,
Mn6.0-s3p2d1. Состояния Mn3d рассматривались в
рамках подхода DFT+U [59] в схеме Дударева с па-
раметром U = 5.4 эВ [23]. Расчетная ячейка поверх-
ности MnBi2Te4 включала вакуумный слой толщи-

ной 12
◦

A. Внешний градиент электростатического
потенциала вдоль нормали к поверхности задавал-
ся путем размещения электрического заряда с од-
ной стороны слэба в рамках метода эффективной
экранирующей среды [53] с граничными условиями
«вакуум–слэб–металл»
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Дана последовательная схема решения различных электростатических задач, связанных с макроскопи-

ческим телом произвольной формы, методом собственных функций. Рассмотрены основные свойства

собственных функций — регулярных решений уравнения Лапласа — вне, внутри и на поверхности тела. В

предположении о полноте системы собственных функций на поверхности тела найдено общее выражение

для электростатической функции Грина и дано решение краевых задач Дирихле и Неймана, как внешних,

так и внутренних.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задачи макроскопической электростатики сво-
дятся, в основном, к определению создаваемых
внешними зарядами и полями потенциалов, обу-
словленных наличием диэлектрических и проводя-
щих тел [1–4]. Это, например, вычисление тензора
дипольной поляризуемости макроскопических тел,
а также более сложная задача о функции Грина, да-
ющей потенциал, создаваемый точечным зарядом в
присутствии таких тел. К этим же проблемам отно-
сятся краевые (граничные) задачи Дирихле и Ней-
мана, обычно включаемые в соответствующий раз-
дел математической физики [5, 6]. Решение этих за-
дач зачастую требует привлечения довольно слож-
ного математического аппарата и включается, как
правило, в раздел Специальные методы электроста-
тики. При рассмотрении каждого конкретного те-
ла заданной формы используется индивидуальный
подход, например, определенная система криволи-
нейных координат. Однако, полученный таким спо-
собом результат не может быть перенесен на случай
тел другой формы, что существенно сужает область
применимости традиционных методов электроста-
тики. Представляет интерес поэтому поиск метода

* E-mail: byabalagurov@mail.ru

решения подобных электростатических задач, при-
менимого к телам произвольной формы. Попытки
поиска таких подходов предпринимались ранее в ра-
ботах [7–9], однако они оказались слишком сложны-
ми и громоздкими.

В настоящей работе предлагается метод реше-
ния различных электростатических задач, не свя-
занный с применением конкретных систем коорди-
нат. С этой целью вводятся собственные функции
задачи — регулярные решения уравнения Лапласа.
Исследуются основные свойства этих функций вне,
внутри тела и на его поверхности. Устанавливает-
ся связь объемных (вне поверхности S) собствен-
ных функций с их значениями на поверхности те-
ла. Основным предположением излагаемого мето-
да является полнота системы собственных функций
на поверхности раздела S. Оказывается, что систе-
ма поверхностных собственных функций состоит из
двух подсистем — значений самих функций (потен-
циалов) на S и их нормальных производных. Инте-
гралы по всей площади поверхности S тела от про-
изведения элементов этих подсистем дают соотно-
шения ортонормированности системы собственных
функций. А билинейная комбинация элементов этих
подсистем образует соотношение полноты.

Установленные в работе свойства собственных
функций вместе с соотношениями ортонормирован-
ности и полноты позволяют дать последовательный
метод решения различных электростатических за-
дач. Общая схема решения таких задач представ-
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ляется следующей. Искомую величину f(r), подчи-
няющуюся уравнению Лапласа, необходимо выра-
зить через ее значение F (ρ) на поверхности тела S
(здесь ρ — радиус–вектор точки, принадлежащей к
S). Далее предельным переходом r → ρ находится
уравнение для F (ρ). Полученное уравнение решает-
ся путем разложения F (ρ) в ряд по одной из подси-
стем поверхностных собственных функций. По най-
денной таким образом величине F (ρ) определяется
искомая функция f(r).

Последовательное применение этой схемы дей-
ствий позволило найти общее выражение для элек-
тростатической функции Грина. Сходным образом
дано решение краевых задач Дирихле и Неймана —
как внешних, так и внутренних. Рассмотрена так-
же задача о помещенном в однородное электриче-
ское поле теле и найден его тензор поляризуемо-
сти. Полученные в этих задачах результаты не свя-
заны с какой–либо системой координат и справед-
ливы для тел произвольной формы. Применение
этих результатов для тела заданной формы требу-
ет определить соответствующую систему собствен-
ных функций. Если для тела заданной формы име-
ется адекватная система координат, то собственные
функции и собственные значения могут быть найде-
ны в аналитическом виде (см. [9–11]). В противном
случае для определения собственных функций сле-
дует применить приближенные методы, например,
численные.

2. СИСТЕМА СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

В стандартной электростатической задаче рас-
сматривается, как правило, макроскопическое тело
произвольной формы с диэлектрической проницае-
мостью ǫ(i) в однородной среде с диэлектрической
проницаемостью ǫ(e). Поместим начало координат в
центр этого тела и введем следующие обозначения:
re — радиус-вектор точки вне тела, ri — внутри тела
и ρ — радиус-вектор точки на поверхности тела S.

В отсутствие сторонних зарядов основными
уравнениями электростатики являются

rotE = 0 , divD = 0 . (2.1)

Здесь E = −∇ϕ — напряженность электрического
поля, D — вектор электрической индукции. В (2.1)

D = ǫ(r)E = −ǫ(r)∇ϕ(r) , (2.2),

где ϕ(r) — электрический потенциал и ǫ(r) — завися-
щая от координат диэлектрическая проницаемость.
Запишем ǫ(r) в виде

ǫ(r) = ǫ(e)[1− (1− h)θ(r)] , h =
ǫ(i)

ǫ(e)
, (2.3)

причем
θ(ri) = 1, θ(re) = 0.

Поэтому потенциал ϕ(r) подчиняется уравнению

∇{[1− (1 − h)θ(r)]∇ϕ(r)} = 0 , (2.4)

так что потенциал как вне тела, так и внутри него,
подчиняется уравнению Лапласа

∇2ϕ(e)(r) = 0 , ∇2ϕ(i)(r) = 0 , (2.5)

где
ϕ(e)(r) = ϕ(re), ϕ(i)(r) = ϕ(ri).

На поверхности тела (на границе раздела) при r = ρ

должны выполняться следующие условия:

ϕ(e)(ρ) = ϕ(i)(ρ) , χ(e)(ρ) = hχ(i)(ρ) . (2.6)

Здесь
χ(e)(ρ) = n · ∇ϕ(e)(r)|r=ρ, (2.7.1)

χ(i)(ρ) = n · ∇ϕ(i)(r)|r=ρ (2.7.2)

— нормальные производные потенциала на внешней
и внутренней поверхности раздела, вектор n — орт
внешней нормали к поверхности тела.

Вычисление потенциала, подчиняющегося урав-
нениям (2.5) с граничными условиями (2.6) при
некоторых дополнительных требованиях к ϕ(r) или
его нормальной производной и является одной из
основных задач макроскопической электростатики.
Для решения этой и некоторых других задач введем
систему собственных функций, связанных с телом
заданной формы.

2.1. Поляризационные функции

В электростатической задаче той же, что и вы-
ше, геометрии поляризационные собственные функ-
ции ψν(r) являются решениями уравнения Лапласа
вне и внутри тела:

∇2ψ(e)
ν (r) = 0 , ∇2ψ(i)

ν (r) = 0 . (2.8)

На поверхности тела (на границе раздела) эти функ-
ции подчиняются следующим условиям

r = ρ : ψ(e)
ν (ρ) = ψ(i)

ν (ρ) = Ψν(ρ) , (2.9)
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Φ(e)
ν (ρ) = −εν Φ(i)

ν (ρ) , (2.10)

где
Φ(e)

ν (ρ) = n · ∇ψ(e)
ν (r)|r=ρ, (2.11.1)

Φ(i)
ν (ρ) = n · ∇ψ(i)

ν (r)|r=ρ . (2.11.2)

Здесь, как и в (2.7), n — орт внешней к поверхности
тела нормали.

Внутри тела функция ψ
(i)
ν (r) регулярна при

r → 0, а вне тела ψ
(e)
ν (r) обращается в нуль при

r → ∞. В формуле (2.10) εν — собственные зна-
чения задачи, которые, как будет показано далее,
положительны

εν > 0 . (2.12)

Проинтегрируем второе уравнение из (2.8) по
объему тела v:
∫

v

∇2ψ(i)
ν (r) dr =

∫

S

Φ(i)
ν (ρ) dS =

∫
Φ(i)

ν (ρ) dρ = 0 ,

(2.13)

где dS = dρ — элемент площади. Интеграл по dρ,
как и по dS, распространяется на всю площадь по-
верхности тела. В (2.13) при переходе от интегри-
рования по объему к интегрированию по поверх-
ности, ограничивающей этот объем, использована
формула Остроградского – Гаусса. Та же формула
применяется и при обратной операции — переход
от поверхностного интегрирования к объемному. Из
(2.13) следует, что

∫
σν(ρ) dρ = 0 , σν(ρ) ∝ Φ(e)

ν (ρ) . (2.14)

Здесь σν(ρ) — плотность поверхностного заряда в
состоянии ν (см. формулу (3.30)), так что соответ-
ствующий полный заряд поляризационного состоя-
ния равен нулю. Интегрирование первого уравнения
из (2.8) по объему вне тела Ve также должно при-
вести к результату, (2.14). При этом интеграл по Ve
преобразовывается в интегралы по поверхности те-
ла S и по сфере радиуса R с последующим предель-
ным переходом R → ∞. Интеграл по сфере беско-
нечного радиуса равен нулю, если функция ψ

(e)
ν (r)

убывает следующим образом

r → ∞ : ψ(e)
ν (r) ∝ 1

rk
, k > 2 . (2.15)

Оказывается таким образом, что поляризационные
собственные функции имеют мультипольную асимп-
тотику.

Нетрудно видеть, что как вне тела, так и внутри
него, выполняется равенство

∇
{
ψν(r)∇ψµ(r)− ψµ(r)∇ψν(r)

}
= 0 . (2.16)

Интегрируя равенство (2.16) по объему вне тела Ve,
получим

−
∫ {

Ψν(ρ)Φ
(e)
µ (ρ)−Ψµ(ρ)Φ

(e)
ν (ρ)

}
dρ =

= εµ

∫
Ψν(ρ)Φ

(i)
µ (ρ)dρ− εν

∫
Ψµ(ρ)Φ

(i)
ν (ρ)dρ = 0 .

(2.17)

Отсюда, с учетом равенств
∫

v

∇ψν(r)∇ψµ(r)dr =

∫
Ψν(ρ)Φ

(i)
µ (ρ)dρ =

=

∫
Ψµ(ρ)Φ

(i)
ν (ρ)dρ , (2.18)

следует

(εµ − εν)

∫

v

∇ψµ(r)∇ψν(r)dr = 0 . (2.19)

Аналогичным образом, интегрируя равенство (2.16)
по объему тела v, получим

(
1

εµ
− 1

εν

)∫

Ve

∇ψν(r)∇ψµ(r)dr = 0 . (2.20)

Таким образом, при εµ 6= εν интегралы от произве-
дения ∇ψν ·∇ψµ по объемам v тела, Ve вне тела и по
всему пространству равны нулю. Положим поэтому

∫

Ve

(∇ψν · ∇ψµ)dr = δνµ . (2.21)

Заметим, что
∫

Ve

[
∇ψν(r)

]2
dr = −

∫
Ψν(ρ)Φ

(e)
ν (ρ)dρ =

= εν

∫
Ψν(ρ)Φ

(i)
µ (ρ)dρ ,

так что
∫

Ve

[
∇ψν(r)

]2
dr = εν

∫

v

[
∇ψν(r)

]2
dr . (2.22)

Отсюда следует, в частности, что собственные зна-
чения εν положительны, см.(2.12).

Из (2.21) с учетом равенства (2.22) находим
∫

v

∇ψν(r)∇ψµ(r)dr =
1

εν
δνµ (2.23)

или ∫
Ψν(ρ)Φ

(e)
µ (ρ)dρ = −δνµ . (2.24)
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Равенство (2.24) представляет собой соотношение
ортонормированности для поверхностных поляриза-
ционных собственных функций.

Отметим, что в [8, 9] выбрана другая нормиров-
ка собственных функций. Функции из [8, 9] (отме-
тим их значком «тильда») связаны с ψν(r) согласно
(2.24), соотношением

ψ̃ν(r) =

√
εν

1 + εν
ψν(r) . (2.25)

Таким же соотношением связаны величины Ψ̃ν(ρ),

Φ̃
(e)
ν (ρ) и Φ̃

(i)
ν (ρ) с Ψν(ρ), Φ

(e)
ν (ρ) и Φ

(i)
ν (ρ).

2.2. Зарядовые функции

Уравнение Лапласа имеет также и решение с мо-
нопольной асимптотикой, которое необходимо учи-
тывать для полноты картины. В электростатике та-
ким поведением при r → ∞ обладает потенциал
заряженного металлического тела. Этот потенциал
и следует выбрать в качестве дополнительной соб-
ственной функции. Соответствующая функция ψ̄(r)
(назовем ее зарядовой) вне тела удовлетворяет урав-
нению Лапласа и принимает постоянное значение на
поверхности тела

∇2ψ̄(e)(r) = 0 , ψ̄(e)(ρ) = Ψ̄(ρ) = const . (2.26)

На больших от тела расстояниях имеем следующую
асимптотику

r → ∞ : ψ̄(e)(r) ≃ q̄

r
, (2.27),

где q̄ — заряд тела в этом состоянии. Поэтому, ин-
тегрируя уравнение для ψ̄(e)(r) из (2.26) по объему
вне тела Ve, получим

q̄ =

∫
σ̄(ρ)dρ , σ̄(ρ) = − 1

4π
Φ̄(e)(ρ) , (2.28)

где величина Φ̄(e)(ρ) определена согласно

Φ̄(e)(ρ) = n · ∇ψ̄(e)(r)|r=ρ . (2.29)

В (2.28) σ̄(ρ) — плотность заряда на поверхности
тела.

Внутри металлического тела имеем

ψ̄(i)(r) = Ψ̄ , Φ̄(i)(ρ) = 0 , (2.30)

так что для формального выполнения граничного
условия типа (2.10) следует положить ε̄ = ∞. Нор-
мировку функции ψ̄(r) определим с помощью соот-
ношения, аналогичного (2.24)

∫
Ψ̄Φ̄(e)(ρ)dρ = −1 . (2.31)

Отметим, что из (2.31) с учетом (2.28) получаем

Ψ̄q̄ =
1

4π
. (2.32)

С другой стороны имеет место соотношение [1]

q̄ = CΨ̄ , (2.33)

где C — электрическая емкость тела. Отсюда

Ψ̄ =
1√
4πC

, q̄ =

√
C

4π
. (2.34)

Заметим, что согласно (2.14)

∫
Ψ̄Φ(e)

ν (ρ)dρ = Ψ̄

∫
Φ(e)

ν (ρ)dρ = 0 . (2.35)

Далее проинтегрируем равенство

∇
{
ψ̄(r)∇ψν (r)− ψν(r)∇ψ̄(r)

}
= 0 (2.36)

по объему вне тела
∫

Ψ̄Φ(e)
ν (ρ)dρ−

∫
Ψν(ρ)Φ̄

(e)(ρ)dρ = 0 . (2.37)

Согласно (2.35) первый интеграл в (2.37) равен ну-
лю, так что

∫
Ψν(ρ)Φ̄

(e)(ρ)dρ = 0 . (2.38)

Таким образом,согласно (2.24), (2.31), (2.35) и (2.38)
система поверхностных собственных функций орто-
нормирована на поверхности тела.

Как известно, в двумерной задаче монопольный
потенциал вдали от заряженного тела неограничен-
но растет логарифмическим образом. В этом случае
зарядовая функция ψ̄(e)(r) при r → ∞ имеет следу-
ющую асимптотику: ψ̄(e)(r) ∼ ln r. Такая функция
ненормируема на всей бесконечной плоскости. По-
этому при изучении двумерных зарядовых состоя-
ний необходимо рассматривать эту задачу в обла-
сти, ограниченной окружностью большого, но ко-
нечного радиуса R (R ≫ a, где a — характерный
размер тела).При этом следует потребовать равен-
ства нулю функции ψ̄(e)(r) при r = R.

Предполагаем,что система поверхностных соб-
ственных функций полна. В этом случае произволь-
ная функция f(ρ) может быть разложена в следую-
щий ряд

f(ρ) =
∑

ν

fνΨν(ρ) + f̄Ψ̄(ρ) . (2.39)
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С учетом (2.24), (2.31), (2.35) и (2,38) из разложения
(2.39) найдем коэффициенты fν и f̄ :

fν = −
∫
f(ρ)Φ(e)

ν (ρ)dρ , (2.40.1)

f̄ = −
∫
f(ρ)Φ̄(e)(ρ)dρ . (2.40.2)

Подставив коэффициенты fν и f̄ в (2.39) и потребо-
вав, чтобы это разложение сходилось к самой функ-
ции f(ρ), придем к равенству
∑

ν

Ψν(ρ)Φ
(e)
ν (ρ′)+Ψ̄(ρ)Φ̄(e)(ρ′) = −δ(ρ−ρ′) , (2.41)

являющееся соотношением полноты. Аналогичное
разложение функции f(ρ) в ряд по подсистеме{
Φ

(e)
ν (ρ), Φ̄(e)(ρ)

}
также приводит к соотношению

полноты вида (2.41).

3. СВЯЗЬ ОБЪЕМНЫХ ФУНКЦИЙ С
ПОВЕРХНОСТНЫМИ

Введем нулевую функцию Грина

G0(r− r′) = − 1

4π|r− r′| , (3.1)

подчиняющуюся уравнению

∇2
r′G0(r− r′) = δ(r− r′) . (3.2)

Нетрудно видеть, что вне тела и внутри него
справедливо равенство

ψν(r) δ(r− r′) =

= ∇r′
{
ψν(r

′)∇r′G0(r− r′)−G0(r− r′)∇r′ψν(r
′)
}
.

(3.3)

Умножим равенство (3.3) на dr′ и проинтегрируем
его по объему Ve вне тела

ψν(r) [1− θ(r)] =

= −
∫
k(r,ρ′)Ψν(ρ

′)dρ′ +

∫
G0(r− ρ′)Φ(e)

ν (ρ′)dρ′ .

(3.4)

Здесь
θ(re) = 0, θ(ri) = 1

и
k(r,ρ′) = n · ∇r′G0(r− r′)|r′=ρ′ . (3.5)

Проинтегрируем уравнение (3.2) по объему тела v
∫

v

∇2
r′G0(r− r′)dr′ =

∫
k(r,ρ′)dρ′ = θ(r) . (3.6)

Отсюда ∫
k(re,ρ

′)dρ′ = 0 , (3.7)

∫
k(ri,ρ

′)dρ′ = 1 . (3.8)

Из соотношения (3.4) при r = re и r = ri находим
соответственно

ψ(e)
ν (r) =

= −
∫
k(re,ρ

′)Ψν(ρ
′)dρ′+

+

∫
G0(re − ρ′)Φ(e)

ν (ρ′)dρ′, (3.9)

∫
k(ri,ρ

′)Ψν(ρ
′)dρ′−

−
∫
G0(ri − ρ′)Φ(e)

ν (ρ′)dρ′ = 0. (3.10)

С другой стороны, интегрирование (3.3) по объему
тела v дает

ψν(r) θ(r) =

=

∫
k(r,ρ′)Ψν(ρ

′)dρ′+

+
1

εν

∫
G0(r−ρ′)Φ(e)

ν (ρ′)dρ′. (3.11)

Отсюда при r = ri и r = re находим соответственно

ψ(i)
ν (r) =

=

∫
k(ri,ρ

′)Ψν(ρ
′)dρ′+

+
1

εν

∫
G0(ri − ρ′)Φ(e)

ν (ρ′)dρ′, (3.12)

∫
k(re,ρ

′)Ψν(ρ
′)dρ′+

+
1

εν

∫
G0(re − ρ′)Φ(e)

ν (ρ′)dρ′ = 0. (3.13)

Из равенства (3.9) с учетом (3.13), а также из
(3.12) с учетом (3.10) получаем

ψ(e)
ν (r) = −(1 + εν)

∫
k(re,ρ

′)Ψν(ρ
′)dρ′ , (3.14)

ψ(i)
ν (r) =

1 + εν
εν

∫
k(ri,ρ

′)Ψν(ρ
′)dρ′ . (3.15)

Из (3.14) при re → ρ и из(3.15) при ri → ρ имеем

Ψν(ρ) = −(1 + εν)

∫
K(e)(ρ,ρ′)Ψν(ρ

′)dρ′ , (3.16)

Ψν(ρ) =
1 + εν
εν

∫
K(i)(ρ,ρ′)Ψν(ρ

′)dρ′ . (3.17)
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Здесь

K(e)(ρ,ρ′) = lim
re→ρ

k(re,ρ
′), (3.18.1)

K(i)(ρ,ρ′) = lim
ri→ρ

k(ri,ρ
′) . (3.18.2)

Величины (3.16) и (3.17) должны быть равны, что
возможно только при выполнении следующего ра-
венства

K(e)(ρ,ρ′)−K(i)(ρ,ρ′) = −δ(ρ− ρ′) (3.19)

— см. ниже.
Аналогичным образом из (3.9) и (3.12) с учетом

соотношений (3.10) и (3.13) находим

ψ(e)
ν (r) =

1 + εν
εν

∫
G0(re − ρ′)Φ(e)

ν (ρ′)dρ′ , (3.20)

ψ(i)
ν (r) =

1 + εν
εν

∫
G0(ri − ρ′)Φ(e)

ν (ρ′)dρ′ . (3.21)

Интегрируя равенство

ψ̄(r) δ(r − r′) =

= ∇r′
{
ψ̄(r′)∇r′G0(r−r′)−G0(r−r′)∇r′ ψ̄(r

′)
}

(3.22)

по объему Ve вне тела, при r = re и r = ri получим
соответственно

ψ̄(e)(r) =

∫
G0(re − ρ′)Φ̄(e)(ρ′)dρ′ , (3.23)

Ψ̄ =

∫
G0(ri − ρ′)Φ̄(e)(ρ′)dρ′ . (3.24)

При выводе формул (3.23) и (3.24) учтены равенства
(3.7) и (3.8).

Используя разложение

r → ∞ : G0(r− r′) ≃ − 1

4π

{
1

r
+

rr′

r3
+ · · ·

}
,

(3.25)

из (3.23) находим асимптотику зарядовой функции

r → ∞ : ψ̄(e)(r) ≃ q̄

r
+

rd̄

r3
+ · · · , (3.26)

где q̄ — полный заряд, см. (2.28), d̄ — дипольный
момент этого состояния

d̄ =

∫
ρσ̄(ρ)dρ . (3.27)

Здесь σ̄(ρ) — плотность поверхностного заряда,
определенная в (2.28). Соответственно из (3.20) на-
ходим асимптотику поляризационной функции

r → ∞ : ψ(e)
ν (r) ≃ rdν

r3
+ · · · , (3.28)

где dν — дипольный момент состояния ν

dν =

∫
ρσν(ρ)dρ (3.29)

и σν(ρ) — плотность поверхностного заряда этого
состояния

σν(ρ) = − 1

4π
Φ(e)

ν (ρ)
1 + εν
εν

. (3.30)

Умножим формулу (3.20) на (εν/(1+εν))Ψν(ρ) и
просуммируем по ν. Добавив к Ψν(ρ)Φ

(e)
ν (ρ′) и вы-

чтя слагаемое Ψ̄Φ̄(e)(ρ′), получим с учетом соотно-
шения полноты (2.41)

G0(re − ρ′) =

= −
{
∑

ν

εν
1 + εν

ψ(e)
ν (r)Ψν(ρ

′) + ψ̄(e)(r)Ψ̄

}
. (3.31)

Аналогичным образом из (3.21) находим

G0(ri − ρ′) =

= −
{
∑

ν

εν
1 + εν

ψ(i)
ν (r)Ψν(ρ

′) + Ψ̄2

}
. (3.32)

С учетом уравнения (3.2) для нулевой функции
Грина имеем

G0(re − r′i)δ(r
′
i − r′′) =

= ∇r′′
{
G0(re − r′′)∇r′′G0(r

′
i − r′′)−

−G0(r
′
i − r′′)∇r′′G0(re − r′′)

}
+

+G0(re − r′i)δ(re − r′′) . (3.33)

Проинтегрируем равенство (3.33) по объему тела v:

G0(re − r′i) =

=

∫
k(r′i,ρ

′′)G0(re − ρ′′)dρ′′−

−
∫
k(re,ρ

′′)G0(r
′
i − ρ′′)dρ′′ . (3.34)

Подставив формулу (3.34) в выражения (3.31),
(3.32) и воспользовавшись соотношениями (3.14),
(3.15), найдем

G0(re − r′i) =

= −
{
∑

ν

εν
1 + εν

ψ(e)
ν (r)ψ(i)

ν (r′) + ψ̄(e)(r)ψ̄(i)(r′)

}
,

(3.35)

где ψ̄(i)(r′) = Ψ̄ = const. При выводе формулы (3.35)
учитывались также соотношения (3.23) и (3.24).
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Используя выражение (3.35) для G0(re−r′i) най-
дем величины k(re,ρ

′) и k(ri,ρ
′), определенные со-

гласно (3.5):

k(re,ρ
′) =

∑

ν

1

1 + εν
ψ(e)
ν (r)Φ(e)

ν (ρ′) , (3.36)

k(ri,ρ
′) =

= −
{
∑

ν

εν
1 + εν

ψ(i)
ν (r)Φ(e)

ν (ρ′) + ψ̄(i)(r)Φ̄(e)(ρ′)

}
.

(3.37)

Здесь также ψ̄(i)(r) = Ψ̄= const. Отсюда при re →ρ

и ri → ρ находим соответственно

K(e)(ρ,ρ′) =
∑

ν

1

1 + εν
Ψν(ρ)Φ

(e)
ν (ρ′) , (3.38)

K(i)(ρ,ρ′) =

= −
{
∑

ν

εν
1 + εν

Ψν(ρ)Φ
(e)
ν (ρ′) + Ψ̄(ρ)Φ̄(e)(ρ′)

}
.

(3.39)

Подстановка формул (3.38) и (3.39) в соотношение
(3.19) обращает его, в силу соотношения полноты
(2.41), в тождество.

4. ФУНКЦИЯ ГРИНА

Если в задаче, сформулированной в разделе 2,
имеются сторонние заряды, то основное уравнение
электростатики принимает вид

divD = 4π̺ , (4.1)

где ̺(r) — объемная плотность этих зарядов. В этом
случае потенциал ϕ(r) подчиняется уравнению

∇
{
[1− (1 − h)θ(r)]∇ϕ(r)

}
= − 1

ǫ(e)
4π̺ , (4.2)

где, как и в (2.3), h = ǫ(i)/ǫ(e). Решение уравнения
(4.2), дающее наведенный внешними зарядами по-
тенциал, запишем в виде

ϕ(r) = − 4π

ǫ(e)

∫
G(r, r′) ̺(r′)dr′ . (4.3)

Здесь G(r, r′) = G(r′, r) — электростатическая
функция Грина, удовлетворяющая уравнению

∇r′
{
[1− (1− h)θ(r′)]∇r′G(r, r

′)
}
= δ(r− r′) . (4.4)

Отсюда следует, что при r′ = re
′ и r′ = ri

′ имеем

r′ = r′e : ∇2
r′G(r, r

′) = δ(r− r′) , (4.5)

r′ = r′i : ∇2
r′G(r, r

′) =
1

h
δ(r− r′) . (4.6)

Функция Грина подчиняется следующим гранич-
ным условиям

G(r, r′e)|r′e→ρ′ = G(r, r′i)|r′i→ρ′ , (4.7)

j(e)(r,ρ′) = h j(i)(r,ρ′) . (4.8)

Здесь

j(e)(r,ρ′) = n · ∇r′G(r, r
′
e)|r′e→ρ′ , (4.9)

j(i)(r,ρ′) = n · ∇r′G(r, r
′
i)|r′i→ρ′ . (4.10)

Интегрируя уравнение (4.9) по объему Ve вне тела и
(4.10) по объему тела v, получим
∫
j(e)(re,ρ)dρ

′ = 0,

∫
j(e)(ri,ρ

′)dρ′ = 1; (4.11.1)

∫
j(i)(ri,ρ

′)dρ′ =
1

h
,

∫
j(i)(re,ρ

′)dρ′ = 0 . (4.11.2)

Здесь предположено, что G(r, r′) имеет ту же асимп-
тотику, что и G0(r− r′):

r → ∞ : G(r, r′) ≃ − 1

4πr
. (4.12)

Ниже это предположение будет подтверждено непо-
средственно.

С учетом уравнений (3.2), (4.5) и (4.6) имеем сле-
дующие равенства

r′′ = r′′e : G(r, r′)δ(r′ − r′′) =

= ∇r′′
{
G(r, r′′)∇r′′G0(r

′ − r′′)−
−G0(r

′ − r′′)∇r′′G(r, r
′′)
}
+

+G0(r
′ − r)δ(r− r′′) , (4.13)

r′′ = r′′i : G(r, r′)δ(r′ − r′′) =

= ∇r′′
{
G(r, r′′)∇r′′G0(r

′ − r′′)−
−G0(r

′ − r′′)∇r′′G(r, r
′′)
}
+

+
1

h
G0(r

′ − r)δ(r − r′′) . (4.14)

Положим (4.13) r = re, r′ = r′e и проинтегрируем
полученное равенство по объему Ve вне тела

G(re, r
′
e) =

= −
∫
k(r′e,ρ

′′)G(re,ρ
′′)dρ′′+

+

∫
j(e)(re,ρ

′′)G0(r
′
e −ρ′′)dρ′′ +G0(re − r′e) . (4.15)
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Аналогичным образом при r = re, r′ = r′e интегри-
рование равенства (4.14) по объему тела v дает

∫
k(r′e,ρ

′′)G(re,ρ
′′)dρ′′−

− 1

h

∫
j(e)(re,ρ

′′)G0(r
′
e − ρ′′)dρ′′ = 0 . (4.16)

Исключая из (4.15) и (4.16) интеграл, содержащий
j(e)(re,ρ

′′), находим

G(re, r
′
e) =

= −(1− h)

∫
k(r′e,ρ

′′)G(re,ρ
′′)dρ′′ +G0(re − r′e) .

(4.17)

Положив в (4.17) r′e = ρ′, получим уравнение для
величины G(re,ρ

′):

G(re,ρ
′) =

= −(1− h)

∫
K(e)(ρ′,ρ′′)G(re,ρ

′′)dρ′′ +G0(re − ρ′)

(4.18)

с K(e)(ρ′,ρ′′), определенным согласно (3.18). Вели-
чину G(re,ρ

′) ищем в виде разложения по системе
поверхностных собственных функций:

G(re,ρ
′) =

∑

ν

aνΨν(ρ
′) + āΨ̄ . (4.19)

Подстановка (4.19) в (4.18) с учетом (3.7) и (3.16)
дает ∑

ν

aνΨν(ρ
′) + āΨ̄ =

=
∑

ν

aν
1− h

1 + εν
Ψν(ρ

′) +G0(re − ρ′) . (4.20)

Поменяв в(4.20)индекс ν → µ, умножим полученное
равенство на Φ

(e)
ν (ρ′), затем проинтегрируем по ρ′ и

найдем коэффициент aν . Далее, умножив (4.20) на
Φ̄(e)(ρ′) и проинтегрировав по ρ′ найдем коэффици-
ент ā. Таким образом,

aν = − εν
h+ εν

ψ(e)
ν (r) , ā = −ψ̄(e)(r) , (4.21)

так что
G(re,ρ

′) =

= −
∑

ν

εν
h+ εν

ψ(e)
ν (r)Ψν(ρ

′)− ψ̄(e)(r)Ψ̄ . (4.22)

При выводе выражений для коэффициентов (4.21)
использовались формулы (3.20) и (3.23), а так-
же соотношение ортонормированности (2.24), (2.31),
(2.35), (2.38). Подстановка (4.22) в (4.17) дает

G(re, r
′
e) = G0(re − r′e)−

−
∑

ν

1− h

h+ εν

εν
1 + εν

ψ(e)
ν (r)ψ(e)

ν (r′) . (4.23)

Положим теперь в (4.13), (4.14)

r = ri, r′ = r′e

и проинтегрируем (4.13) по объему Ve вне тела, а
(4.14) — по объему тела v:

G(ri, r
′
e) = −

∫
k(r′e,ρ

′′)G(ri,ρ
′′)dρ′′+

+

∫
j(e)(ri,ρ

′′)G0(r
′
e − ρ′′)dρ′′ , (4.24)

∫
k(r′e,ρ

′′)G(ri,ρ
′′)dρ′′−

− 1

h

∫
j(e)(ri,ρ

′′)G0(r
′
e −ρ′′)dρ′′ +

1

h
G0(ri − r′e) = 0 .

(4.25)

Исключая из (4.24), (4.25), как обычно, интеграл с
j(e)(ri,ρ

′′), получим

G(ri, r
′
e) =

= −(1− h)

∫
k(r′e,ρ

′′)G(ri,ρ
′′)dρ′′ +G0(ri − r′e) .

(4.26)

Положив в (4.26) r′e = ρ′, найдем уравнение для ве-
личины G(ri,ρ

′). Решая полученное уравнение так-
же как (4.18) найдем для G(ri,ρ′) выражение, отли-
чающееся от (4.22) только заменой re на ri. Поэтому
в общем случае

G(r,ρ′) =

= −
{
∑

ν

εν
h+ εν

ψν(r)Ψν(ρ
′) + ψ̄(r)Ψ̄

}
. (4.27)

Подстановка (4.27) при r = ri в формулу (4.26) дает

G(ri, r
′
e) =

= −
{
∑

ν

εν
h+ εν

ψ(i)
ν (r)ψ(e)

ν (r′) + ψ̄(i)(r)ψ̄(e)(r′)

}

(4.28)

с ψ̄(i)(r) = Ψ̄. При выводе (4.28) использовано раз-
ложение (3.35) для G0(re − r′i). В силу симметрии
функции Грина из (4.28) следует

G(re, r
′
i) =

= −
{
∑

ν

εν
h+ εν

ψ(e)
ν (r)ψ(i)

ν (r′) + ψ̄(e)(r)ψ̄(i)(r′)

}
.

(4.29)
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Наконец, положив в (4.13), (4.14) r = ri, r′ = r′i и
проинтегрировав полученные равенства, как обыч-
но, по Ve и v, получим

−
∫
k(r′i,ρ

′′)G(ri,ρ
′′)dρ′′+

+

∫
j(e)(ri,ρ

′′)G0(r
′
i − ρ′′)dρ′′ = 0 , (4.30)

G(ri, r
′
i) =

∫
k(r′i,ρ

′′)G(ri,ρ
′′)dρ′′−

− 1

h

∫
j(e)(ri,ρ

′′)G0(r
′
i−ρ′′)dρ′′+G0(ri−r′i) . (4.31)

Исключая из (4.30) и (4.31) интеграл, содержащий
j(e)(ri,ρ

′′), найдем

G(ri, r
′
i) = −1− h

h

∫
k(r′i,ρ

′′)G(ri,ρ
′′)dρ′′+

+
1

h
G0(ri − r′i) . (4.32)

Положив в (4.32) r′i = ρ′, получим уравнение для
величины G(ri,ρ

′), решение которого дается фор-
мулой (4.27) при r = ri, так что из (4.32) следует

G(ri, r
′
i) =

1

h
G0(ri − r′i)+

+
1

h

∑

ν

εν
1− h

h+ εν

εν
1 + εν

ψ(i)
ν (r)ψ(i)

ν (r′)+

+
1− h

h
ψ̄(i)(r)ψ̄(i)(r′) , (4.33)

где

ψ̄(i)(r) = ψ̄(i)(r′) = Ψ̄.

При больших re из формул (4.23) и (4.29)
находим

re → ∞ : G(re, r
′
e) ≃ G0(re − r′e) ≃ − 1

4πre
; (4.34)

re → ∞ : G(re, r
′
i) ≃ −ψ̄(e)(r)ψ̄(i)(r′) ≃

≃ − q̄

re
Ψ̄ = − 1

4πre
. (4.35)

В (4.35) учтена асимптотика (2.27) для зарядовой
функции ψ̄(e)(r) и соотношение (2.31).

5. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ

Ряд физических задач электростатики, гидроди-
намики идеальной жидкости и т.д. приводит к сле-
дующей математической проблеме: вне или внутри
макроскопического тела заданной формы необходи-
мо найти решение уравнения Лапласа, удовлетво-
ряющее на поверхности S этого тела некоторому
условию. Ниже будут рассматриваться две основ-
ные краевые (граничные) задачи: Дирихле, когда на
границе тела задается значение самого потенциала,
и Неймана, когда на поверхности S задается нор-
мальная производная потенциала.

Для рассмотрения сформулированных задач ис-
ходим из равенства

ϕ(r)δ(r − r′) =

= ∇r′
{
ϕ(r′)∇r′G0(r−r′)−G0(r−r′)∇r′ϕ(r

′)
}
, (5.1)

справедливое внутри и вне тела, если потенциал
ϕ(r) удовлетворяет уравнению Лапласа. Для выво-
да уравнений, необходимых для решения внешних
задач, проинтегрируем (5.1) по объему Ve вне тела.
При r = re и r = ri получаем соответственно

ϕ(e)(r) = −
∫
k(re,ρ

′)ϕ(e)(ρ′)dρ′+

+

∫
G0(re − ρ′)χ(e)(ρ′)dρ′ , (5.2)

∫
k(ri,ρ

′)ϕ(e)(ρ′)dρ′ =

=

∫
G0(ri − ρ′)χ(e)(ρ′)dρ′ . (5.3)

Здесь величина k(r,ρ′) определена в (3.5), а нор-
мальная производная χ(e)(ρ) в (2.6).

5.1. Внешняя задача Дирихле

В этой задаче на поверхности тела задается сам
потенциал ϕ(e)(ρ). Следует поэтому, используя соот-
ношение (5.3), выразить величину χ(e)(ρ) через зна-
чение потенциала ϕ(e)(ρ) на поверхности S. Величи-
ну χ(e)(ρ) ищем в виде

χ(e)(ρ) =
∑

ν

AνDΦ(e)
ν (ρ) + ĀDΦ̄(e)(ρ) . (5.4)

Подстановка (5.4) в уравнение (5.3) с учетом (3.21)
и (3.24) дает

∑

ν

AνD
εν

1 + εν
ψ(i)
ν (r) + ĀDΨ̄ =
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=

∫
k(ri,ρ

′)ϕ(e)(ρ′)dρ′ . (5.5)

Положим здесь ri = ρ и заменим индекс ν на µ:

∑

µ

AµD
εµ

1 + εµ
Ψµ(ρ) + ĀDΨ̄ =

=

∫
K(i)(ρ,ρ′)ϕ(e)(ρ′)dρ′ . (5.6)

Величина K(i)(ρ,ρ′) определена в (3.18). Умножим
соотношение (5.6) последовательно на Φ

(e)
ν (ρ) и на

Φ̄(e)(ρ), а затем проинтегрируем полученные равен-
ства по всей площади поверхности тела. Используя
выражение (3.39) найдем
∫
K(i)(ρ,ρ′)Φ(e)

ν (ρ)dρ =
εν

1 + εν
Φ(e)

ν (ρ′) , (5.7.1)

∫
K(i)(ρ,ρ′)Φ̄(e)(ρ)dρ = Φ̄(e)(ρ′) , (5.7.2)

так что

AνD = −
∫

Φ(e)
ν (ρ′)ϕ(e)(ρ′)dρ′ , (5.8.1)

ĀD = −
∫

Φ̄(e)(ρ′)ϕ(e)(ρ′)dρ′ . (5.8.2)

Здесь и далее применяются соотношения ортонор-
мированности (2.24), (2.31), (2.35), (2.38). В резуль-
тате получим

χ(e)(ρ) =

= −
∫ {∑

ν

Φ(e)
ν (ρ)Φ(e)

ν (ρ′) + Φ̄(e)(ρ)Φ̄(e)(ρ′)

}
×

×ϕ(e)(ρ′)dρ′ . (5.9)

Подстановка этого выражения в равенство (5.2) да-
ет

ϕ(e)(r) =

= −
∫ {

k(re,ρ
′) +

∑

ν

εν
1 + εν

×

×ψ(e)
ν (r)Φ(e)

ν (ρ′) + ψ̄(e)(r)Φ̄(e)(ρ′)

}
×

×ϕ(e)(ρ′)dρ′ . (5.10)

При выводе этого выражения использовались равен-
ства (3.20) и (3.23). Из соотношения (5.10) с учетом
выражения (3.36) для величины k(re,ρ

′), получим
решение внешней задачи Дирихле в следующем ви-
де

ϕ
(e)
D (r) =

∫
F

(e)
D (r,ρ′)ϕ(e)(ρ′)dρ′ , (5.11)

где
F

(e)
D (r,ρ′) =

= −
{
∑

ν

ψ(e)
ν (r)Φ(e)

ν (ρ′) + ψ̄(e)(r)Φ̄(e)(ρ′)

}
. (5.12)

Потенциал ϕ(e)
D (r) вне тела очевидным образом удо-

влетворяет уравнению Лапласа. На поверхности те-
ла (re = ρ) в силу соотношения полноты (2.41) име-
ем

F
(e)
D (ρ,ρ′) = δ(ρ− ρ′),

так что равенство (5.11) превращается в тождество

ϕ
(e)
D (ρ) = ϕ(e)(ρ).

5.2. Внешняя задача Неймана

В этом случае на границе тела S задается нор-
мальная производная потенциала χ)e)(ρ). Следу-
ет поэтому, используя уравнение (5.3), выразить
поверхностный потенциал ϕ(e)(ρ) через величину
χ(e)(ρ). Ищем ϕ(e)(ρ) в виде

ϕ(e)(ρ) =
∑

ν

AνNΨν(ρ) + ĀN Ψ̄(ρ) . (5.13)

Подстановка (5.13) в уравнение (5.3) с учетом (3.15)
и (3.8) дает

∑

ν

AνN
εν

1 + εν
ψ(i)
ν (r) + ĀN Ψ̄ =

=

∫
G0(ri − ρ′)χ(e)(ρ′)dρ′ . (5.14)

Положим здесь ri = ρ и заменим индекс ν на
µ. Преобразованное таким образом равенство
(5.14), умножим на Φ

(e)
ν (ρ), а затем на Φ̄(e)(ρ).

Проинтегрировав полученные соотношения по всей
площади поверхности тела, найдем коэффициенты
разложения (5.13):

AνN = −
∫

Ψν(ρ
′)χ(e)(ρ′)dρ′, (5.15.1)

ĀN = −
∫

Ψ̄(ρ′)χ(e)(ρ′)dρ′ . (5.15.2)

Поэтому для ϕ(e)(ρ) из (5.13) получим

ϕ(e)(ρ) =

=−
∫ {∑

ν

Ψn(ρ)Ψν(ρ
′)+Ψ̄(ρ)Ψ̄(ρ′)

}
χ(e)(ρ′)dρ′.

(5.16)

Здесь
Ψ̄(ρ) = Ψ̄(ρ′) = Ψ̄.
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Подстановка ϕ(e)(ρ) из (5.16) в (5.2) дает

ϕ(e)(r) =

= −
∫ {∑

ν

1

1 + εν
ψ(e)
ν (r)Ψν(ρ

′)−G0(re − ρ′)

}
×

×χ(e)(ρ′)dρ′ . (5.17)

При выводе (5.17) учтены соотношения (3.14) и
(3.7). Используя в (5.17) явное выражение (3.31) для
G0(re − ρ′) получим решение внешней задачи Ней-
мана в следующем виде

ϕ
(e)
N (r) =

∫
F

(e)
N (r,ρ′)χ(e)(ρ′)dρ′ , (5.18)

где

F
(e)
N (r,ρ′) = −

{∑

ν

ψ(e)
ν (r)Ψν(ρ

′) + ψ̄(e)(r)Ψ̄(ρ′)
}
.

(5.19)

Потенциал ϕ
(e)
N (r) вне тела удовлетворяет уравне-

нию Лапласа. Вычислив нормальную производную
χ
(e)
N (ρ) потенциала (5.18), (5.19), убедимся,что она

совпадает с χ(e)(ρ).

Целью внутренних краевых (граничных) задач
является отыскание решения уравнения Лапласа
внутри некоторой полости, на поверхности которой
задано значение самого потенциала ϕ(i)(ρ), либо его
нормальной производной χ(i)(ρ). Для вывода урав-
нений, необходимых для решения внутренних задач,
проинтегрируем соотношение (5.1) по объему v. В
результате при r = ri и r = re получим соответ-
ственно

ϕ(i)(r) =

∫
k(ri,ρ

′)ϕ(i)(ρ′)dρ′−

−
∫
G0(ri − ρ′)χ(i)(ρ′)dρ′ , (5.20)

∫
k(re,ρ

′)ϕ(i)(ρ′)dρ′ =

=

∫
G0(re − ρ′)χ(i)(ρ′)dρ′ . (5.21)

5.3. Внутренняя задача Дирихле

В этом случае задается само значение потенциа-
ла ϕ(i)(ρ) на поверхности S полости. Следует поэто-
му, решая уравнение (5.21), выразить нормальную
производную χ(i)(ρ) через поверхностный потенци-
ал ϕ(i)(ρ). Величину χ(i)(ρ) ищем в виде

χ(i)(ρ) =
∑

ν

BνDΦ(e)
ν (ρ) + B̄DΦ̄(e)(ρ) . (5.22)

Подстановка (5.22) в (5.21) с учетом (3.20) и (3.23)
дает

∑

ν

BνD
εν

1 + εν
ψ(e)
ν (r) + B̄Dψ̄

(e)(r) =

=

∫
k(re,ρ

′)ϕ(i)(ρ′)dρ′ . (5.23)

Положим здесь re = ρ и заменим индекс ν на µ, так
что (5.23) примет вид

∑

µ

BµD
εµ

1 + εµ
Ψµ(ρ) + B̄DΨ̄ =

=

∫
K(e)(ρ,ρ′)ϕ(i)(ρ′)dρ′ . (5.24)

Умножим (5.24) на Φ
(e)
ν (ρ) и проинтегрируем по всей

площади поверхности S. Затем умножим (5.24) на
Φ̄(e)(ρ) и также проинтегрируем по площади S. Так
как, в согласии с (3.38),
∫
K(e)(ρ,ρ′)Φ(e)

ν (ρ)dρ =
1

1 + εν
Φ(e)

ν (ρ′) , (5.25.1)

∫
K(e)(ρ,ρ′)Φ̄(e)(ρ)dρ = 0 , (5.25.2)

то

BνD =
1

εν

∫
Φ(e)

ν (ρ′)ϕ(i)(ρ′)dρ′ , B̄D = 0 . (5.26)

Поэтому из (5.22) и (5.26) следует

χ(i)(ρ) =
∑

ν

1

εν
Φ(e)

ν (ρ)

∫
Φ(e)

ν (ρ′)ϕ(i)(ρ′)dρ′ .

(5.27)

Подстановка χ(i)(ρ) из (5.27) в (5.20) дает

ϕ(i)(r) =

=

∫ {
k(ri,ρ

′)−
∑

ν

1

1 + εν
ψ(i)
ν (r)Φ(e)

ν (ρ′)

}
×

×ϕ(i)(ρ′)dρ′ . (5.28)

Наконец, используя выражение (3.37) для k(ri,ρ
′),

получим решение внутренней задачи Дирихле в сле-
дующем виде

ϕ
(i)
D (r) =

∫
F

(i)
D (r,ρ′)ϕ(i)(ρ′)dρ′ , (5.29)

где

F
(i)
D (r,ρ′) = −

{∑

ν

ψ(i)
ν (r)Φ(e)

ν (ρ′) + ψ̄(i)(r)Φ̄(e)(ρ′)
}
.

(5.30)

Потенциал ϕ(i)
D (r) удовлетворяет уравнению Лапла-

са внутри полости, а на ее поверхности выполняется
граничное условие

ϕ
(i)
D (ρ) = ϕ(i)(ρ).
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5.4. Внутренняя задача Неймана

В этой задаче на поверхности полости задается
нормальная производная потенциала χ(i)(ρ). Сле-
дует поэтому при решении уравнения (5.21) выра-
зить поверхностный потенциал ϕ(i)(ρ) через вели-
чину χ(i)(ρ).

Потенциал ϕ(i)(ρ) ищем в виде разложения

ϕ(i)(ρ) =
∑

ν

BνNΨν(ρ) + B̄N Ψ̄ . (5.31)

Подстановка (5.31) в (5.21) с учетом (3.14) приводит
к соотношению

−
∑

ν

BνN
1

1 + εν
ψ(e)
ν (r)=

∫
G0(re − ρ′)χ(i)(ρ′)dρ′.

(5.32)

В силу соотношения (3.7) коэффициент B̄N в это
выражение не входит. Положим в (5.32) re = ρ, за-
меним индекс ν на µ, умножим на Φ

(e)
ν (ρ) и проин-

тегрируем по всей площади поверхности S полости.
Найдя таким образом коэффициент BνN , для по-
верхностного потенциала ϕ(i)(ρ) из (5.31) получим

ϕ(i)(ρ) =
∑

ν

ενΨν(ρ)

∫
Ψν(ρ

′)χ(i)(ρ′)dρ′. (5.33)

Подстановка ϕ(i)(ρ) из (5.33) в соотношение (5.20)
дает

ϕ(i)(r) =

=

∫ {∑

ν

ε2ν
1 + εν

ψ(i)
ν (r)Ψν(ρ

′)−G0(ri − ρ′)

}
×

×χ(i)(ρ′)dρ′ . (5.34)

Используя выражение (3.32) для G0(ri − ρ′), полу-
чим решение внутренней задачи Неймана в виде

ϕ
(i)
N (r) =

∫
F

(i)
N (r,ρ′)χ(i)(ρ′)dρ′ , (5.35)

где

F
(i)
N (r,ρ′) =

∑

ν

εν ψ
(i)
ν (r)Ψν(ρ

′) + ψ̄(i)(r)Ψ̄(ρ′) .

(5.36)

Заметим, что интегрирование уравнения Лапласа
для потенциала по объему v полости дает

∫

v

∇2ϕ(i)(r)dr =

∫
χ(i)(ρ)dρ = 0 . (5.37)

Так как Ψ̄(ρ′) = Ψ̄ = const, то в силу (5.37) имеем
∫

Ψ̄(ρ′)χ(i)(ρ′)dρ′ = Ψ̄

∫
χ(i)(ρ′)dρ′ = 0 . (5.38)

Поэтому произведение ψ̄(i)(r)Ψ̄(ρ′) в (5.36) следует
опустить.

Так что для потенциала ϕ
(i)
N (r) получаем окон-

чательно

ϕ
(i)
N (r) =

∫ {∑

ν

εν ψ
(i)
ν (r)Ψν(ρ

′)
}
χ(i)(ρ′)dρ′ . (5.39)

Потенциал ϕ
(i)
N (r) внутри полости удовлетворяет

уравнению Лапласа. Для нормальной производной
потенциала χ(i)

N (ρ) из (5.39) находим

χ
(i)
N (ρ) = −

∫ {∑

ν

Φ(e)
ν (ρ)Ψν(ρ

′)
}
χ(i)(ρ′)dρ′ ,

(5.40)

где учтено соотношение (2.10). Добавив и вычтя в
фигурных скобках Φ̄(e)(ρ)Ψ̄(ρ′), приведем (5.40) к
виду

χ
(i)
N (ρ) =

=−
∫ {∑

ν

Φ(e)
ν (ρ)Ψν(ρ

′)+Φ̄(e)(ρ)Ψ̄(ρ′)
}
χ(i)(ρ′)dρ′+

+Φ̄(e)(ρ)

∫
Ψ̄(ρ′)χ(i)(ρ′)dρ′ . (5.41)

Здесь интеграл во втором слагаемом согласно (5.38)
равен нулю. Поэтому в силу соотношения полноты
(2.41) из (5.41) следует

χ
(i)
N (ρ) = χ(i)(ρ),

так что граничные условия задачи выполняются.

6. ТЕНЗОР ПОЛЯРИЗУЕМОСТИ

Рассмотрим следующую электростатическую за-
дачу. В среде с диэлектрической проницаемостью
ǫ(e) находится макроскопическое тело с диэлектри-
ческой проницаемостью ǫ(i). На эту систему наложе-
но однородное электрическое поле напряженностью
E0. В этом случае внешний (вне тела) потенциал
ϕ(e)(r), подчиняющийся уравнению Лапласа, может
быть представлен в виде

ϕ(e)(r) = −rE0 + δϕ(e)(r) , (6.1)

где величина δϕ(e)(r) также подчиняется уравнению
Лапласа. На больших расстояниях от тела «усечен-
ный» потенциал δϕ(e)(r) имеет следующую асимп-
тотику

r → ∞ : δϕ(e)(r) ≃ pr

r3
+ · · · , (6.2)

где
p = Λ̂E0 (6.3)
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— дипольный момент тела, Λ̂ — тензор поляризуемо-
сти. Требуется, решив эту задачу, найти выражение
для тензора поляризуемости Λ̂ в случае тела произ-
вольной формы.

Сформулированную задачу решаем с помощью
метода собственных функций. Оказывается, что в
этой задаче зарядовое состояние вклада не дает. По-
этому зарядовую функцию с самого начала будем
опускать. Для отыскания потенциала ϕ(i)(r) внут-
ри тела воспользуемся результатами решения внут-
ренней задачи Дирихле, согласно которому задание
поверхностного потенциала ϕ(i)(ρ) позволяет опре-
делить его нормальную производную χ(i)(ρ) по со-
отношению (5.27), а саму функцию ϕ(i)(r) — по фор-
мулам (5.29), (5.30). Поэтому, положив

ϕ(i)(ρ) =
∑

ν

BνΨν(ρ) , (6.4)

найдем

χ(i)(ρ) =
∑

ν

1

εν
Φ(e)

ν (ρ)

∫
Φ(e)

ν (ρ′)ϕ(i)(ρ′)dρ′ =

= −
∑

ν

1

εν
BνΦ

(e)
ν (ρ) ; (6.5)

ϕ(i)(r) = −
∑

ν

ψ(i)
ν (r)

∫
Φ(e)

ν (ρ′)ϕ(i)(ρ′)dρ′ =

∑

ν

Bνψ
(i)
ν (r). (6.6)

Для полного потенциала ϕ(e)(r) вне тела резуль-
таты решения внешней задачи Дирихле непригодны
из-за расходимости при r → ∞ члена −rE0. В то же
время их можно применить для усеченного потенци-
ала δϕ(e)(r). Если задать поверхностный потенциал
δϕ(e)(ρ), то его нормальную производную δχ(e)(ρ)

можно определить по равенству (5.9), а саму функ-
цию δϕ(e)(r) — по формулам (5.11), (5.12). Положив
поэтому

δϕ(e)(ρ) =
∑

ν

AνΨν(ρ) , (6.7)

найдем

δχ(e)(ρ) = −
∑

ν

Φ(e)
ν (ρ)

∫
Φ(e)

ν (ρ′)δϕ(e)(ρ′)dρ′ =

=
∑

ν

AνΦ
(e)
ν (ρ) ; (6.8)

δϕ(e)(r) = −
∑

ν

ψ(e)
ν (r)

∫
Φ(e)

ν (ρ′)δϕ(e)(ρ′)dρ′ =

=
∑

ν

Aνψ
(e)
ν (r) . (6.9)

Полный потенциал ϕ(e)(r) дается формулой (6.1) с
δϕ(e)(r) из (6.9), а для его нормальной производной
имеем

χ(e)(ρ) = −nE0 + δχ(e)(ρ) , (6.10)

где n — орт внешней нормали и δχ(e)(ρ) определено
в (6.8).

Для потенциалов ϕ(e)(r) и ϕ(i)(r) должны выпол-
няться граничные условия (2.6), так что

−ρE0 +
∑

ν

AνΨν(ρ) =
∑

ν

BνΨν(ρ) , (6.11)

−nE0+
∑

ν

AνΦ
(e)
ν (ρ) = −h

∑

ν

1

εν
BνΦ

(e)
ν (ρ) , (6.12)

где

h =
ǫ(i)

ǫ(e)
.

Заменим в (6.11), (6.12) индекс ν на µ, умножим
(6.11) на Φ

(e)
ν (ρ), а (6.12) — на Ψν(ρ). Проинтегриро-

вав полученные равенства по всей площади поверх-
ности тела, найдем

E0

∫
ρΦ(e)

ν (ρ)dρ+Aν = Bν , (6.13)

E0

∫
nΨν(ρ)dρ+Aν = − h

εν
Bν . (6.14)

Заметим, что

∫
ρΦ(i)

ν (ρ)dρ =

∫

v

∂

∂xα

{
r
∂ψ

(i)
ν (r)

∂xα

}
dr =

=

∫

v

∇ψ(i)
ν (r)dr =

∫
nΨν(ρ)dρ , (6.15)

так что
∫

nΨν(ρ)dρ = − 1

εν

∫
ρΦ(e)

ν (ρ)dρ . (6.16)

Поэтому равенство (6.14)принимает вид

−E0

∫
ρΦ(e)

ν (ρ)dρ+ ενAν = −hBν . (6.17)

Из (6.13) и (6.17) находим

Aν =
1− h

h+ εν
E0

∫
ρΦ(e)

ν (ρ)dρ , (6.18)

где, согласно (3.29), (3.30),
∫

ρΦ(e)
ν (ρ)dρ = −4πdν

εν
1 + εν

. (6.19)
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На больших расстояниях от тела выражение
(6.9) с учетом асимптотики (3.28) принимает вид
(6.2), где

p =
∑

ν

Aνdν . (6.20)

Подставив коэффициент Aν из (6.18), (6.19) в фор-
мулу (6.20) и сравнив с (6.3) получаем выражение
для тензора поляризуемости

Λαβ = −4π(1− h)
∑

ν

γν
dναdνβ
h+ εν

, (6.21)

где

γν =
εν

1 + εν
.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выше метод собственных функций изложен в
рамках макроскопической электростатики. В то же
время собственные функции и собственные значе-
ния определяются геометрией рассматриваемой за-
дачи, а не ее физическим содержанием. Поэтому
этот метод может применяться во всех тех случаях,
когда исходная проблема сводится к решению урав-
нения Лапласа. Такие задачи возникают, как из-
вестно, в гидродинамике идеальной жидкости [12],
аэродинамике [13], в стационарных теориях тепло-
проводности, диффузии, проводимости и т. д. Так, в
работах [10, 11, 14] обсуждаемый метод использовал-
ся при рассмотрении проводимости двумерной моде-
ли Рэлея — тонкой пленки с периодическим распре-
делением включений круговой формы. Применение
метода дало возможность найти точное выражение
для эффективной проводимости модели в наиболее
трудной для изучения области — окрестности точки
фазового перехода металл–диэлектрик.
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Экспериментально исследуются низкотемпературные проводящие свойства пространственно-

модулированного двумерного газа в структуре металл–оксид–полупроводник (кремний) с двумя

затворами, независимо управляющими концентрацией в двумерном газе и периодическом массиве круг-

лых островков. Показано, что исследуемая система представляет собой перестраиваемый двумерный

метаматериал с диффузным транспортом и макроскопической модуляцией. Выявлено несколько эф-

фектов в зависимостях коэффициента Холла данного метаматериала от магнитного поля и напряжений

на затворах, а также в осцилляциях Шубникова – де Гааза. В умеренных магнитных полях порядка

1Tл концентрация носителей, полученная из эффекта Холла, демонстрирует, казалось бы, нелогичное

немонотонное поведение в зависимости от напряжения на затворе. Это поведение, однако, может быть

качественно описано с помощью теории среднего поля для эффективной среды. В малых магнитных

полях возникает сильнейшая неожиданная нелинейность магнитополевой зависимости эффекта Холла,

зависящая от температуры и напряжений на затворах, которая не может быть описана теорией эффек-

тивной среды в методе среднего поля. Мы считаем, что этот эффект может быть связан с явлением

слабой локализации и вызван перераспределением тока в неоднородной среде. В квантованном маг-

нитном поле наблюдается необычное расщепление минимума удельного сопротивления Шубникова – де

Гааза. Приведенные результаты должны стимулировать дальнейшие исследования перестраиваемых

модулированных двумерных систем.

DOI: 10.31857/S0044451024040114

1. ВВЕДЕНИЕ

Пространственно-модулированные двумерные
метаматериалы интересны как с точки зрения на-
блюдения новых физических явлений, так и с точки
зрения приложений. Начиная с 1990-х годов прово-

* E-mail: husderbec@mail.ru

дились обширные экспериментальные исследования
проводящих свойств двумерных (2D) систем с пред-
варительно созданными вырезами (антиточками),
охватывающие такие аспекты, как баллистиче-
ский транспорт [1–3], нарушения симметрии [4],
переходы локализация–делокализация [5–9], ме-
зоскопические эффекты [10–12]. Помимо массива
пустот, в двумерном газе можно сформировать
периодическую двумерную структуру из двух ти-
пов областей с различными свойствами: например,
сверхпроводящие островки, окруженные двумер-
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ной системой [13], или поверхность трехмерного
топологического изолятора с небольшой моду-
ляцией беспорядка [14]. С развитием технологии
двумерных материалов появилась возможность
создания двумерных сверхрешеток с муаровской
модуляцией, где естественным образом формирует-
ся идеальная модуляция свойств на нанометровом
масштабе [15–17].

Принято считать, что периодичность модуляции
имеет значение только в том случае, если период
сверхрешетки меньше масштабов длин рассеяния.
Лишь в нескольких экспериментах исследовались
транспортные свойства систем, в которых длины
рассеяния меньше периода модуляции [6, 18].

В нашей статье мы исследуем низкотемператур-
ные проводящие свойства и, в частности, эффект
Холла, в неупорядоченной, но еще не изолирую-
щей двумерной системе, макроскопически модули-
рованной квадратной решеткой круглых островков.
Мы показываем, что низкотемпературный магнито-
транспорт в такой системе довольно необычен и де-
монстрирует новые эффекты.

Для однородной (не модулированной) системы
эффект Холла не должен зависеть от геометрии об-
разца в рамках классической теории транспорта.
Это означает, что пустоты внутри двумерной си-
стемы не должны изменять холловское напряжение
при фиксированном полном токе через образец. С
экспериментальной точки зрения эффект Холла в
двумерных системах с пустотами был изучен в раз-
личных режимах в работах [18–20]. Во всех случаях
были обнаружены отклонения от классического по-
ведения. Зависимость от поля возникала либо из-за
квантовых эффектов, либо из-за появления допол-
нительных масштабов длины.

Если вместо пустот окажется двумерный газ, то
очевидно, что транспортные свойства еще обогатят-
ся. Наивно можно считать, что величина эффек-
та Холла двухкомпонентной модулированной си-
стемы должна находиться между величинами эф-
фектов Холла подсистем (двумерного газа в од-
нородной матрице и двумерного газа в материале
островков). Это представление соответствует тео-
ретическим предсказаниям [21–25]. Резкой зависи-
мости коэффициента Холла от магнитного поля не
ожидается.

Чтобы проверить роль макроскопической моду-
ляции, мы взяли наиболее исследованную на се-
годняшний день 2D-систему: кремниевую струк-
туру металл–оксид–полупроводник (МОП) с элек-
тронным 2D-газом в инверсионном канале. Две
подсистемы — массив островков и остальной 2D-

газ — независимо управляются пространственно-
разделенными электродами затвора. Эта система
чем-то похожа на гранулированные материалы, ак-
тивно изучавшиеся в 1960–1970 годы [26]. Тем не ме-
нее, данный массив островков имеет ряд отличий от
гранулированных систем: система полностью дву-
мерная и обладает возможностью подстройки как
островков, так и окружающего газа; система перио-
дичная, т. е. отсутствует фактор случайности в рас-
положении островков; отсутствуют резкие границы
между окружающим газом и островками из-за элек-
тростатической природы затвора.

Мы показываем, что в фиксированном магнит-
ном поле порядка 1 Tл при гелиевых температурах
эффект Холла массива таких островков может быть
хорошо описан в рамках теории эффективной сре-
ды для двухкомпонентной системы. В меньшем маг-
нитном поле наблюдается сильная нелинейность эф-
фекта Холла, т. е. зависящий от поля коэффициент
Холла. Эта нелинейность уменьшается с повышени-
ем температуры и является немонотонной функци-
ей напряжений на затворах. Мы связываем данное
поведение с эффектом слабой локализации (СЛ) и
качественно описываем его с помощью простых со-
ображений о перераспределении тока.

2. ОБРАЗЦЫ

Мы использовали кремниевые МОП-структуры
с литографически созданным массивом остров-
ков (МО). Напряжения, приложенные к двум
электрически-развязанным затворным электродам,
независимо управляют электронной концентрацией
в островках (Vi) и в окружающем двумерном газе
(ОГ) (Vg). На панелях a, b на рис. 1 показаны фо-
тографии образца. МО имеет форму мостика Холла
с пространственными размерами 0.4 мм× 0.4 мм,
диаметром островков 2.5 мкм и периодом d=5 мкм.
Таким образом, транспорт между островками яв-
ляется диффузным (l ≪ d, где длина свободного
пробега l ∼ 50 нм в образцах с наибольшей подвиж-
ностью при гелиевых температурах), а возможные
когерентные эффекты пренебрежимо малы (lφ < d,
где длина когерентности lφ < 500 нм в изучаемом
температурном диапазоне).

Изображения сечения структуры были получены
с помощью просвечивающего электронного микро-
скопа (ПЭМ) FEI «Titan 80-300» при энергии элек-
тронов 200 кэВ (см. рис. 1 c и d ). Тонкая пластинка
для ПЭМ-исследований была вырезана из области
поверхности с помощью фокусированного ионного
пучка FEI Helios NanoLab 650. Разрез был сделан

573



А. В. Шуплецов, М. С. Нунупаров, К. Е. Приходько, А. Ю. Кунцевич ЖЭТФ, том 165, вып. 4, 2024

e
1

23

a

TEM 
cross-section

b

Vg Vi
c

d

Vg
Vi

Рис. 1. a — Изображение угла МО в оптическом микроскопе (100-кратное увеличение): b — увеличение (a), показывающее

направление среза ПЭМ; c — ПЭМ-изображение со схемой подключения затворов; d — увеличение (c), показывающее

затворы островков (справа) и ОГ (слева); e — схематическая карта модулированной системы с цветовой индикацией

(красный (1) для островков, оранжевый (2) для оболочки, желтый (3) для ОГ)

вдоль стороны квадратного образца по диаметрам
островков (показан штриховой линией на панели b

рис. 1).
На рис. 1 c и d показан профиль образца в на-

правлении, перпендикулярном плоскости двумерно-
го газа. Нижний серый слой представляет собой
кристаллическую (001) подложку Si; темный цвет
соответствует SiO2. Исследуемый двумерный газ об-
разуется на границе раздела между подложкой Si
и оксидным слоем. Затворы изготовлены из поли-
кристаллического сильно легированного Si (серые
области над SiO2). Слой, обозначенный как Vg, яв-
ляется затвором ОГ и имеет форму сита, как по-
казано желтым цветом на рис. 1 e. Этот электрод
покрыт другим слоем SiO2. На ПЭМ-изображениях
затвор ОГ представляет собой трапециевидную об-
ласть, окруженную слоями оксида. Затвор остров-
ков Vi расположен выше и непрерывно покрывает
всю структуру.

Двумерный газ за пределами островков экрани-
рован затвором ОГ от напряжения Vi. Рисунок 1 d

показывает увеличенное изображение края остров-
ка. Электроды затвора разделены оксидом таким
образом, что между островками и ОГ имеется об-
ласть (показанная как 2 на рис. 1 e), где слой оксида
толще. Ожидается, что электронная плотность в та-
ких областях, далее называемых оболочками, будет
ниже.

Мостики Холла без модуляции были созданы на
том же чипе и позволили изучить свойства исходно-
го двумерного газа.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Магнитотранспортные измерения проводились в
температурном диапазоне 0.3–8 К с использованием
систем Cryogenics 21T/0.3К и CFMS 16T/1.8К.
Все измерения проводились по стандартной 4-
контактной схеме в диапазоне частот 13–18 Гц
с использованием синхронного усилителя при
фиксированном транспортном токе 100 нА, чтобы
избежать перегрева. Для компенсации асимметрии
контактов направление магнитного поля менялось.
Данные магнитополевых разверток симметризо-
вались (антисимметризовались) для выделения
величин сопротивления на квадрат ρ (сопротив-
ление Холла Rxy). Все измерения проводились в
режиме ρ < h/e2.

Эксперименты проводились на нескольких об-
разцах с максимальной холловской подвижностью
в диапазоне от 500 до 3000 см2/Вс. Подвижность
влияла только на величину эффектов. В данной
статье мы демонстрируем выборочные данные
для образцов с высокой (МО1) и низкой (МО2)
подвижностями.
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3.1. Холловская концентрация

Эффективная Холловская концентрация,

nexp
eff ≡ [eRxy(B = 1Тл)]−1,

и подвижность носителей,

µeff ≡ (nexp
effeρ)

−1,

были рассчитаны из ρ и Rxy при B = ± 1Tл. Данная
величина магнитного поля представляется компро-
миссным значением, при котором квантовые эффек-
ты не проявляются: СЛ уже подавлена, а осцилля-
ции Шубникова – де Гааза (ШдГ) еще не возникли.

Мы проанализировали зависимости nexp
eff от Vg и

Vi. В однородных инверсионных слоях Si электрон-
ная плотность, как известно, определяется элек-
тростатикой конденсаторной структуры и примерно
пропорциональна (Vgate−Vth). Здесь Vth — пороговое
напряжение (∼1 В), которое определяется зарядом,
накопленным в оксиде, и разностью работ выхода
между затвором и двумерной системой [27]. Зависи-
мости nexp

eff (Vg) (показаны на рис. 2 для различных
значений Vi), очевидно, не соответствуют такому по-
ведению.

При достаточно высоком значении Vg
(см. рис. 2 aи b) ОГ обладает высокой проводи-
мостью из-за большой плотности электронов.
Островки окружены оболочками с меньшей элек-
тронной плотностью, т. е. плохо проводящими
участками. В результате, транспортный ток про-
текает преимущественно через ОГ, т. е. nexp

eff (Vg) в
основном определяется ОГ.

Тем не менее ток частично протекает через
островки, что приводит к наличию зависимости
nexp
eff (Vi). При достаточно высоком Vi (рис. 2 a) кон-

центрация в островках выше, чем в ОГ. С увеличе-
нием Vi концентрация и проводимость в островках
растут, что приводит к увеличению доли тока, про-
текающего через них. В результате nexp

eff увеличива-
ется с ростом Vi.

Одной из заметных особенностей зависимости
nexp
eff (Vg) является пересечение кривых при низких
Vi. Данный эффект можно объяснить, если учесть
зависимость подвижности от затворного напряже-
ния. Эта зависимость для однородного электронного
2D-газа в кремниевой МОП-структуре была измере-
на на отдельном однородном образце с того же чипа
и показана на вставке к рис. 3. Подвижность резко
растет с Vgate, когда Vgate малы и близки к порого-
вому значению [27]. Это приводит к тому, что доля
тока, протекающего через области с низкой плот-
ностью, увеличивается сильнее, чем увеличение их
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Рис. 2. Зависимость холловской плотности при T=1.8 K

для МО2 от затворного напряжения Vg, управляющего ОГ,

для репрезентативных значений (указанных на панели) за-

творного напряжения Vi, управляющего островками. На

вставке показаны аналогичные данные для МО1 для тех

же значений Vi

плотности. Это приводит к уменьшению значения
nexp
eff с увеличением Vi. В пределе полностью пустых

островков холловская концентрация nexp
eff полностью

определяется концентрацией в ОГ. По мере увеличе-
ния Vi островки становятся слабопроводящими, по-
этому через них начинает протекать ток. Следова-
тельно, nexp

eff уменьшается.
Аналогичное рассуждение может быть примене-

но к области малых значений Vg и больших значе-
ний Vi (рис. 2 d). Островки обладают гораздо боль-
шей проводимостью, чем ОГ, поэтому ток преиму-
щественно протекает через них, минимизируя путь
через ОГ. С ростом Vg концентрация в ОГ увеличи-
вается, а подвижность в ОГ возрастает еще сильнее.
Увеличение вклада ОГ низкой плотности в эффект
Холла превышает увеличение концентрации в ОГ.
Это приводит к уменьшению nexp

eff с Vg. Вклад обед-
ненного ОГ возрастает с уменьшением Vi, что при-
водит к исчезновению подъема (рис. 2 c).

Загиб кривых вверх для высоких значений Vi и
низких значений Vg постепенно исчезает для более
низкого Vi. Область c отличается от образца к об-
разцу. Для некоторых образцов она даже переходит
на загиб вниз.

Эффективная концентрация демонстрирует по-
хожую зависимость от напряжения на затворах для
образцов с различными подвижностями (см. вставку
к рис. 2), т. е. является универсальным эффектом.

Наблюдаемые зависимости сравнивались с ана-
литическими выражениями, полученными по мето-
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ду среднего поля [24]. Модельная система состоит из
регулярного массива эквивалентных круговых об-
ластей с радиусом R и периодом a, встроенных в
проводящую матрицу. Метод среднего поля работа-
ет тем лучше, чем меньше коэффициент заполнения
p по сравнению с порогом перколяции pc [28,29]. Для
изотропной двумерной системы pc = 0.5, поэтому
мы предполагаем, что использование модели сред-
него поля для нашей системы с

p =
πR2

a2
≈ 0.2

оправдано. Компоненты тензора эффективной про-
водимости σe

xx и σe
xy выражаются через σi

xx, σi
xy ост-

ровков (i = 1) и ОГ (i = 2). Соответственно, эффек-
тивная концентрация nth

eff равна

B

eρexy
= B

(σe
xx)

2 + (σe
xy)

2

eσe
xy

.

Тензоры проводимости подсистем подставляются в
форме Друде в уравнение (A7) из работы [24]:

σi
xx =

nieµi

1 + (µiB)2
,

σi
xy = µiBσ

i
xx,

i=1 соответствует островкам, а i=2 — ОГ.
В результате мы получаем

nth
eff = f(n1, µ1, n2, µ2, B).

Зависимости µ(Vgate) и n(Vgate) для чистого двумер-
ного газа (показаны на вставке к рис. 3) получены из
однородной МОП-структуры на том же чипе: n(V )

аппроксимируется линейной функцией, µ(V ) — по-
линомиальной. Таким образом, эффективная кон-
центрация зависит от трех переменных:

nth
eff (Vg, Vi, B) = f(n(Vi), µ(Vi), n(Vg), µ(Vg), B),

где Vg — затворное напряжение для ОГ и Vi — для
островков.

Теоретические зависимости nth
eff (Vg) для

B = 1Tл для трех различных значений Vi по-
казаны на рис. 3. Результаты, полученные из
теории среднего поля, хорошо воспроизводят
все особенности экспериментальной зависимости
nexp
eff (Vg) на рис. 2: линейное поведение при высоком
Vg; переход от линейной зависимости к загибу вверх
с увеличением Vi при низком Vg и пересечение
кривых при низком Vi и умеренном Vg.
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Рис. 3. Зависимость эффективной концентрации nth
eff , по-

лученной из теории среднего поля, от Vg для Vi (1В, 3В

и 6В). Расчет проводился для магнитного поля B = 1 Tл.

Вставка демонстрирует использованную в расчетах экс-

периментальную зависимость подвижности (оранжевая) и

концентрации (зеленая) от затворного напряжения для од-

нородного электронного газа при T=1.8 K

3.2. Магнитотранспорт

Также были проведены подробные измерения
магнитотранспортных свойств в различных режи-
мах протекания тока: b, c и d (здесь и далее обо-
значения взяты из рис. 2).

На рис. 4 a показаны удельное сопротивление и
коэффициент Холла RH(B) ≡ Rxy(B)/B в режи-
ме d, где преобладает транспорт через островки.
Коэффициент Холла приобретает B-зависимость.
Хотя ρ составляет около 15 кОм (т. е. ∼ e2/h),
наблюдаются выраженные осцилляции ШдГ из-
за высокой подвижности в островках. Концентра-
ция электронов, полученная из осцилляций ШдГ
(nSdH ≈ 1.4 · 1012 см−2), соответствует островкам
и выше холловской концентрации (nexp

eff . 1 · 1012
см−2), поскольку на последнюю влияют как остров-
ки, так и ОГ. Коэффициент Холла имеет максимум

при B = 0 и плавный рост для средних и сильных
магнитных полей. Интересно, что как особенность
в нулевом поле, так и осцилляции ШдГ более ярко
выражены в коэффициенте Холла, чем в ρxx.

На рис. 4 b показаны удельное сопротивление и
RH в режиме b с Vi = 0. Напряжением Vg было вы-
брано таким образом, чтобы установить nexp

eff при-
близительно равным значению на рис. 4 a. При этом
величина ρ ≈ 3 кОм оказалась примерно в 5 раз
меньше, потому что ОГ обладает хорошей проводи-
мостью, и ток обходит бедные электронами области
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Рис. 4. a–c — Удельное сопротивление (черные кривые) и коэффициент Холла (красные кривые) МО1 при T = 0.3K: a

— ток через островки; b, c — ток через ОГ с эффективной концентрацией (b) и B = 0, удельным сопротивлением (c),

близкими к (а); d — зависимость коэффициента Холла МО2 (Vg = 4В и Vi = 2.5В) от магнитного поля при различных

температурах. e — Увеличенная область из (a), показанная пунктирным прямоугольником, демонстрирующая расщеп-

ление минимума удельного сопротивления; f — теоретическая зависимость относительного удельного сопротивления от

магнитного поля для эффективной среды (черный), островков (красный) и ОГ (синий). Концентрация и подвижность

в островках составляют 1.22 · 1012 см−2 и 0.4 м2/(В·с), в ОГ — 0.56 · 1012 см−2 и 0.28 м2/(В·с). Стрелка указывает на

область, аналогичную панели (e)

островков. Осцилляции ШдГ наблюдаются и соот-
ветствуют концентрации nSdH ≈ 0.9 · 1012 см−2, что
сопоставимо с nexp

eff . 1.2 · 1012 см−2. Из-за сильной
зависимости nexp

eff (B) равенство nexp
eff = nSdH дости-

гается в поле порядка 3Tл, где уже наблюдаются
осцилляции ШдГ. Коэффициент Холла имеет мини-

мум при B = 0 и плавный рост для более высокого
магнитного поля.

Наконец, на рис. 4 c показаны удельное сопро-
тивление и RH в режиме низкой плотности c. На-
пряжения на затворе были выбраны таким образом,
чтобы сделать ρ приблизительно равным значению

из рис. 4 a. Поведение транспорта качественно ана-
логично рис. 4 b без осцилляций ШдГ. Коэффициент
Холла имеет минимум при B = 0 и растет вместе с
полем.

Общим признаком всех зависимостей RH(B) яв-
ляется рост с увеличением поля. В однородной
системе коэффициент Холла должен быть посто-
янен: RH = 1/ne. В исследуемой же системе
есть области с разной плотностью. Для кремние-
вой МОП-структуры подвижность электронов зави-
сит от плотности (см. вставку к рис. 3 или [27]). В
магнитном поле продольная проводимость для од-
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нородной системы дается выражением

σxx ∝ (1 + (µB)2)−1,

т. е. чем выше подвижность, тем быстрее проводи-
мость уменьшается с B. Это означает, что проводи-
мость областей с низкой концентрацией и подвиж-
ностью уменьшается медленнее с увеличением поля,
чем проводимость областей с высокой плотностью.
Таким образом, доля тока через области с низкой
плотностью увеличивается, и RH повышается.

В малых магнитных полях зависимость RH(B)

приобретает резкую особенность. Чистый двумер-
ный газ в кремниевых МОП-структурах имеет
небольшую нелинейность Холла в слабом поле [30].
Однако его огромная амплитуда на рис. 4 a–c явно
сигнализирует о том, что эта особенность связа-
на с неоднородностью образца. Эта чрезвычайно
большая нелинейность является одним из основных
наблюдений данной статьи.

Ранее в искусственно неоднородных баллистиче-
ских системах наблюдалось подавление поперечного
магнитосопротивления в слабом поле (и даже изме-
нение знака). Эксперименты Роукса с одномерны-
ми проводами [19] были затем теоретически объяс-
нены [31] путем многократного отражения электро-
нов вблизи контактов. В дальнейших экспериментах
с баллистическими массивами антиточек [1] наблю-
далось подавление эффекта Холла, хотя качествен-
ная картина описания электрона как шарика в бил-
льярде этого эффекта не объясняла. В более позд-
них экспериментах [20] данное подавление было под-
тверждено численным моделированием, но никакого
физического механизма предложено не было.

Наша система существенно отличается, посколь-
ку транспорт является не баллистическим, а диф-
фузионным, а неоднородности перестраиваются от
низкого («точки», Vi > Vg) до высокого («антиточ-
ки», Vi < Vg) потенциала. Коэффициент Холла в ма-
лых полях либо растет, либо падает с B в зависимо-
сти от Vg и Vi. Подавление особенности RH(B → 0)

с температурой (рис. 4 d для МО2) указывает на то,
что это поведение может быть связано с СЛ. Это
предположение нетривиально. Во-первых, известно,
что в однородной среде СЛ не влияет на сопро-
тивление Холла [32, 33]. Во-вторых, масштаб нели-
нейности в наблюдаемых эффектах довольно высок
(несколько 10%), что больше, чем поправка СЛ в
удельное сопротивление в чистом двумерном газе.

Из-за перераспределения тока с магнитным по-
лем в эффекте Холла может возникнуть нелиней-
ность, как было показано в нашей теоретической
работе [24]. Действительно, из-за СЛ подвижность

приобретает зависимость от поля с минимумом при
B = 0. Относительный эффект СЛ на подвижность
зависит от концентрации носителей: для больших n
он обратно пропорционален nµ (см. уравнение (3)
в работе [24]). Следовательно, этот эффект силь-
нее при более низких плотностях. Однако, когда n

становится низкой и проводимость приближается к
кванту проводимости, амплитуда СЛ подавляется
[34, 35].

Эти соображения могут качественно объяснить
наблюдаемые зависимости на рис. 4. Например,
рис. 4 a соответствует высокой концентрации в ост-
ровках и частичному истощению ОГ. Полевая зави-
симость подвижности ОГ из-за СЛ подавлена, по-
этому относительное увеличение подвижности в ост-
ровках выше. Таким образом, перераспределение то-
ка с полем происходит в пользу островков, т. е. ко-
эффициент Холла уменьшается. На рис. 4 b, c ост-
ровки не проводят, но окружены оболочками низкой
плотности. Проводимость оболочек растет быстрее
с увеличением поля, чем проводимость ОГ, поэто-
му ток перераспределяется в их пользу, что приво-
дит к увеличению коэффициента Холла. На рис. 4 d

проводимости островков и ОГ велики и различны,
поэтому коэффициент Холла увеличивается с уве-
личением поля, как объяснено выше. Таким обра-
зом, нелинейность Холла в слабом поле может быть
объяснена качественно, но ее огромная амплитуда и
сильная температурная зависимость остаются непо-
нятными.

Другим необычным магнитотранспортным эф-
фектом, наблюдаемым в данной работе, является
то, что в большом поле расщепляются минимумы
ρxx для осцилляций ШдГ (см. штриховые прямо-
угольники на рис. 4 a, b и e). Как правило, в одно-
родных системах расщепляются максимумы удель-
ного сопротивления в достаточно высоком поле, ко-
гда энергия Зеемана превышает температуру и уши-
рение уровней Ландау. Действительно, в однород-
ных двумерных системах холловское сопротивление
ρxy выше, чем ρxx в области, где наблюдаются ос-
цилляции ШдГ. Следовательно, максимумы прово-
димости

σxx = ρxx/(ρ
2
xx + ρ2xy) ≈ ρxx/ρ

2
xy

при полуцелых коэффициентах заполнения (мак-
симумы плотности состояний) соответствуют мак-
симумам удельного сопротивления. Используя мо-
дель среднего поля с включенными осцилляциями
ШдГ в тензоры проводимости подсистем (уравне-
ния (3.24) и (3.25) в работе [36]), можно получить
локально аналогичную картину (рис. 4 f), хотя фаза,
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где наблюдаются осцилляции ШдГ, остается неиз-
менной. Это означает, что расщепление минимумов
не может быть объяснено изменением фазы колеба-
ний и зеемановским расщеплением. Однако наблю-
даемая особенность может проявляться из-за осцил-
ляций в подсистеме низкой плотности на фоне ос-
новной подсистемы высокой плотности (т. е. высоко-
частотной). Примечательно, что минимум ρxx раз-
деляется даже тогда, когда островки не являются
проводящими (рис. 4 b). Это указывает на то, что
оболочки имеют решающее значение для описания
этой особенности.

Полная теория, объясняющая все наблюдаемые
особенности, выходит за рамки двухкомпонентно-
го подхода среднего поля [24] и должна учитывать
транспорт через оболочки. Существует механизм
магнитосопротивления, выходящий за рамки метода
среднего поля. Он заключается в смешивании ком-
понент тензора удельного сопротивления [37] для
µB ≫ 1. В нашем случае величина µB недостаточно
высока.

Таким образом, приведенные результаты долж-
ны поспособствовать изучению магнитотранспорта
в модулированных двумерных системах, и особенно
в системах, где такая модуляция образуется спон-
танно [38].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Были экспериментально исследованы транс-
портные свойства макроскопически модулирован-
ного и перестраиваемого двумерного метаматериа-
ла, основанного на технологии кремниевой МОП-
структуры, где концентрация и глубина модуляции
контролируются независимо. Нелинейные зависимо-
сти эффективной холловской концентрации от на-
пряжений на затворе могут быть хорошо объяснены
качественно и количественно в рамках теории сред-
него поля. Также была исследована зависящая от
температуры и неожиданно сильная нелинейность
эффекта Холла в малых полях, которая может быть
связана со слабой локализацией, и необычное рас-
щепление минимумов удельного сопротивления в
режиме осцилляций Шубникова – де Гааза. Полу-
ченные данные требуют теоретического объяснения
и исследований в менее распространенных матери-
альных системах.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Гранта Президента Министерства науки и
высшего образования Российской Федерации (МД-
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Экспериментально обоснована генерация в твердом веществе мощной лазерно-индуцированной удар-

ной волны с длительным периодом стационарного распространения плоского фронта при предельно

высокой передаче давления твердому веществу от малоплотного поглотителя излучения тераваттного

лазерного импульса. Эксперименты выполнены с плоскими мишенями, содержащими слой алюминия

различной формы и слой поглотителя лазерного излучения из пористого вещества с плотностью 0.01–

0.025 г/см3. Мишени облучались импульсами излучения второй гармоники Nd-лазера с интенсивностью

1013–5 ·1013 Вт/см2. Зарегистрировано стационарное распространение плоских ударных волн в алюмини-

евом слое со скоростью 20–30 км/с в течение времени более 1 нс при близком к предельному увеличении

давления от 3–3.5 Мбар в слое поглотителя до 7–10 Мбар в слое алюминия. Результат в значительной

степени развивает возможности прецизионного управления пространственно-временной динамикой удар-

ных волн в исследованиях уравнения состояния вещества.

DOI: 10.31857/S0044451024040126

1. ВВЕДЕНИЕ

Один из эффективных способов генерации мощ-
ной лазерно-индуцированной ударной волны (УВ)

* E-mail: yakhin.rafael@gmail.com

в твердом веществе состоит в использовании мише-
ни, содержащей малоплотный поглотитель излуче-
ния лазерного импульса в виде слоя пористого ве-
щества. В основе такого подхода лежит универсаль-
ный метод увеличения давления УВ при ее перехо-
де из менее плотной среды в более плотную [1]. В
свою очередь, само пористое вещество, не требую-
щее в отличие от газообразной среды специальных
технических усилий для его использования в каче-

9 ЖЭТФ, вып. 4
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стве элемента мишени, обладает набором важных
достоинств, относящихся к поглощению лазерного
излучения и образованию абляционного давления.
К ним относится установленная во многих экспе-
риментах [2–7] высокая доля поглощенной энергии
первой – третьей гармоник Nd-лазера: 80–90% в по-
ристых средах легких элементов с плотностью как
меньшей, так и большей критической плотности об-
разующейся плазмы. Кроме того, поглощение излу-
чения в веществе со сверхкритической плотностью
является предпосылкой образования давления более
высокого, чем при воздействии лазерного импульса
на твердое вещество, когда излучение имеет возмож-
ность поглощаться только в плазме докритической
плотности [8, 9].

Эксперименты показали высокую эффектив-
ность использования пористого вещества в качестве
малоплотного поглотителя, в котором происходят
поглощение излучения тераваттного лазерного
импульса и первоначальная генерация УВ. В ра-
ботах [10–13] было зарегистрировано 2.5–3-кратное
увеличение давления в алюминиевом слое по
сравнению с давлением в пористом поглотителе.
Мишени в виде слоя алюминия, покрытого слоем
пористого TMPTA-вещества (C15H20O6) в широком
диапазоне плотностей последнего (2–10 мг/см3),
облучались лазерными импульсами субнаносекунд-
ной длительности (400–600 пс) излучения второй
гармоники Nd-лазера и третьей гармоники I-лазера
с интенсивностью около 1014 Вт/см2. В экспери-
ментах [14, 15] при облучении лазерным импульсом
со значительно большей длительностью (3–4 нс)
мишеней с более протяженными слоями пористого
поглотителя из ТАЦ-вещества (C12H16O8) с плот-
ностями в диапазоне 5–25 мг/см3 было достигнуто
еще более высокое, рекордное на сегодняшний
день превышение давления в 3–3.5 раза, близкое к
предельному (около 4 раз [12, 16]). Эксперименты
были выполнены на установке «Луч» в Институте
лазерно-физических исследований Российского
федерального ядерного центра ВНИИЭФ (ИЛФИ
РФЯЦ-ВНИИЭФ) при облучении мишеней с ТАЦ-
материалом пучком излучения второй гармоники
Nd-лазера с энергией 200–600 Дж [17]. Применялась
известная методика определения скорости УВ
в слое алюминия. Мишень представляла собой
плоский слой поглотителя, комбинированный со
слоем алюминия толщиной около 20 мкм (эта кон-
струкция называется базовой), на тыльной стороне
алюминиевого слоя напылялась дополнительно
ступень того же материала толщиной 10–20 мкм.
В эксперименте измерялась разность моментов

времени выхода УВ на тыльную сторону базового
слоя и на тыльную сторону ступени. Скорость УВ
определялась как отношение толщины ступени к
этой разности моментов времени.
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Рис. 1. (В цвете онлайн.) Средние скорости УВ в алю-

минии, измеренные в опытах с мишенями, содержащими

поглотитель в виде слоя пористого ТАЦ-вещества с тол-

щинами от 240 до 360мкм (красные точки) и в виде слоя

лавсана толщиной 4мкм (синие квадраты)

На рис. 1 показаны сводные данные по измере-
нию скорости УВ в одноступенчатом слое алюми-
ния в мишенях, содержащих слой пористого ТАЦ-
поглотителя с плотностями 5–25 мг/см3 и толщина-
ми от 200 до 400 мкм (часть этих данных приведе-
на в работах [14,15]), и в мишенях, содержащих по-
глотитель из твердого лавсана с плотностью около
1.3 г/см3 и толщиной 4 мкм.

Данная работа посвящена исследованию
пространственно-временной динамики лазерно-
индуцированных УВ в мишенях, обеспечивающих
предельно высокую передачу давления твердому
веществу от малоплотного поглотителя излучения
тераваттного лазерного импульса. Контроль дли-
тельности стационарного распространения УВ и
формы ее фронта имеет принципиальное значение
для практических приложений, связанных с иссле-
дованием уравнения состояния (УРС) вещества и
лазерного термоядерного синтеза. Так, требования
ударно-волнового эксперимента по исследованию
УРС состоят в том, что УВ должна оставаться плос-
кой и квазистационарной в течение всего периода
проведения измерений. Кроме того, волна долж-
на распространяться по мишени на расстояние,
превышающее по крайней мере пространственное
разрешение используемых методов диагностики, за
время, превышающее по крайней мере их временное
разрешение.
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Рис. 2. Схема мишени для измерения разновременности выхода УВ на тыльную поверхность слоя алюминия (а) и схема

мишени для исследования временной динамики УВ (б)

Рис. 3. Пятно фокусировки (а) и его пространственное распределение (б) на поверхности мишени

2. УСЛОВИЯ ПРОВЕДЕНИЯ
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Эксперименты выполнены на установке «Луч»
ИЛФИ РФЯЦ-ВНИИЭФ в условиях облучения, ко-
торые применялись в работах [14, 15]. Так же, как
и в этих работах, использовались мишени, кото-
рые содержали слой пористого ТАЦ-поглотителя
лазерного излучения и твердотельную часть мише-
ни из алюминия (рис. 2). Эти части мишени были
разделены вакуумным промежутком, наличие кото-
рого являлось результатом использования выбран-
ной технологии сборки мишени. Пористый ТАЦ-
поглотитель представлял собой мелкопористую сре-
ду со смешанной мембранно-нитевидной структу-
рой твердых элементов в составе открытых пор
размером около 0.5 мкм. Средняя плотность и тол-
щина поглотителя варьировались соответственно в
пределах 0.01–0.025 г/см3 и 200–400 мкм. Толщины
слоя поглотителя значительно превышали длину
геометрической прозрачности ТАЦ-вещества с ука-
занной плотностью. Использовались два типа мише-
ней, которые различались устройством твердотель-
ной части: плоский слой применялся для исследова-

ния пространственной однородности (разновремен-
ности) УВ в поперечном сечении (рис. 2a), плоский
слой, дополненный двумя ступенями, — для измере-
ния средней скорости УВ на разной глубине алюми-
ниевого материала (рис. 2б ). Регистрировались мо-
менты выхода УВ из базового слоя и ступеней алю-
миния.

Толщина плоского слоя из алюминия во всех
мишенях составляла примерно 20мкм, максималь-
ная толщина с учетом толщин ступеней — око-
ло 50мкм. В текущей серии экспериментов выход
УВ из мишени определялся по свечению плазмы
при разгрузке в вакуум. Регистрация проводилась
с помощью щелевого фотохронографа [18] на осно-
ве время-анализирующего электронно-оптического
преобразователя с размером рабочего поля фото-
катода 8 мм, усилителем яркости с микроканаль-
ной пластиной и цифровой ПЗС-камерой с матрицей
1000 × 1000 элементов. Методика регистрации по-
дробно описана в работе [14], временное разрешение
составляло около 30 пс, пространственное — около
20мкм.
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Рис. 4. (В цвете онлайн) a) Хронограмма свечения УВ в эксперименте №3 из табл. 1: кривая белого цвета — изолиния

выхода фронта УВ. б) Временные зависимости свечения для разных поперечных координат мишени плоского типа: кри-

вая черного цвета — сечение 1, кривая красного цвета — сечение 2, кривая синего цвета — сечение 3 (метка лазерного

импульса)

Методика определения пространственно-
временной структуры фронта УВ на выходе
базового слоя заключалась в следующем. Про-
водились коррекция сигнала с вычетом фона и
свертка сигнала свечения с аппаратной функцией.
Массив координат формировал изолинию сигнала,
определяемую как фронт УВ.

Мишени по нормали облучались импульсами из-
лучения второй гармоники Nd-лазера с энергией в
диапазоне 200–400 Дж, с длительностью около 4 нс,
что так же, как ранее [14, 15], обеспечивало генера-
цию УВ в условиях практически предельного уве-
личения давления при переходе УВ из малоплот-
ного поглотителя в твердое вещество. Временная
форма импульса представляла собой трапецию с
длительностью на полувысоте интенсивности от 3.4
до 3.8 нс и длительностями нарастающей и спада-
ющей частей соответственно около 1.5–2.2 нс и око-
ло 1 нс. Для обеспечения равномерного распределе-
ния интенсивности излучения в пятне фокусировки
пучка на поверхности мишени применялась фазо-
вая пластина, которая формировала пятно диамет-
ром 700 мкм с диаметром однородной части около
600 мкм (рис. 3). Интенсивность излучения на по-
верхности мишени в различных опытах составля-
ла от 1013 до 2 · 1013 Вт/см2. Максимальная неод-
нородность облучения в центральной части пятна с
учетом пространственных масштабов более 50мкм
составляла не более 14%, среднеквадратическая —
около 3–4%.

Численное моделирование проводилось по од-
номерной программе лагранжевой гидродинамики
СНД [19,20] и двумерной программе эйлеровой гид-
родинамики NUTCY [21] расчета взаимодействия

тераваттного лазерного импульса с плазмой. Для
данных исследований программы были дополнены
блоками расчета взаимодействия лазерного излуче-
ния с частично-гомогенизированной плазмой пори-
стого вещества. Поглощение излучения рассчитыва-
лось как результат обратного тормозного процесса в
объеме плазмы на глубине геометрической прозрач-
ности [22], зависящей от длительности гомогениза-
ции плазмы в ион-ионных столкновениях в данной
точке плазмы в данный момент времени [23, 24]. В
уравнении движения и уравнении энергии использо-
вались операторы ограничения соответственно гра-
диента давления и потока электронной теплопро-
водности, которые также являются функциями дли-
тельности гомогенизации [8,24]. Для мелкопористо-
го поглотителя, используемого в обсуждаемых экс-
периментах, результаты расчетов незначительно от-
личались от случая эквивалентного (по плотности
и химическому составу) сплошного вещества. Ско-
рость распространения УВ в пористом поглотителе,
характерное время гомогенизации поры в котором
составляло около 20 пс, снижалась по сравнению со
сплошным веществом не более чем на 10%.

3. ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫЕ
ХАРАКТЕРИСТИКИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ

УДАРНОЙ ВОЛНЫ В МАЛОПЛОТНОМ
ПОРИСТОМ ВЕЩЕСТВЕ

В табл. 1 представлены условия проведения и ре-
зультаты экспериментов, а также результаты чис-
ленных расчетов, относящиеся к исследованию про-
странственной структуры УВ в поперечном направ-
лении. Измеренные значения разновременности ∆τ
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Таблица 1. Условия проведения и результаты экспериментов, а также результаты численных расчетов по ис-

следованию пространственного распределения скорости УВ: hp и ρ — толщина и средняя плотность пористого

поглотителя; hg — толщина вакуумного промежутка между слоем пористого поглотителя и слоем алюминия; h0

— толщина слоя алюминия; E2ω — энергия лазерного импульса второй гармоники в пятне облучения; I — ин-

тенсивность лазерного излучения в центральной однородной части пятна; ∆τ — разновременность выхода УВ в

центре и на краю пятна; δVex/Vc — разность скоростей УВ в центре и на краю пятна, рассчитанная по разновре-

менности ∆τ и отнесенная к скорости УВ в центре пятна двумерного численного расчета; Vc — скорость УВ в

центре пятна фокусировки в двумерном численном расчете; δVs/Vc — разность скоростей УВ в центре и на краю

пятна, отнесенная к скорости УВ в центре пятна фокусировки в двумерном численном расчете Vc

№ hp, ρ, hg, h0, E2ω , I, ∆τ , δVex/Vc Vc, δVs/Vc

мкм мг/см3 мкм мкм Дж 1013 Вт/см2 пс км/c

1 304 10 47 20 260 1.5 40 0.055 28 0.07

2 361 9 43 20 210 1.2 20 0.024 24 0.06

3 222 9 64 20 200 1.2 50 0.052 21 0.08

выхода УВ на поверхность слоя алюминия с толщи-
ной 20 мкм в середине и на краю пятна фокусировки
лазерного пучка составляют от 20 до 50 пс.

На рис. 4 в качестве примера представлена ре-
гистрация фронта УВ и результаты ее обработки в
эксперименте №3 из табл. 1. На рис. 4б представле-
ны пространственные распределения сигналов све-
чения для разных фрагментов УВ. На рисунке так-
же показана форма импульса облучения мишени
(сечение 3), его временная привязка к хронограмме
УВ осуществлена с использованием данных калиб-
ровочного эксперимента (без мишени).

Измеренные значения разновременности ∆τ ис-
пользованы для расчета относительного уменьше-
ния скорости УВ в поперечном сечении пятна.
Для этого были использованы данные двумерных
численных расчетов, выполненных по программе
NUTCY. В табл. 1 приведены значения отношения
разности скоростей УВ в центре и на краю пят-
на на тыльной поверхности слоя алюминия к сред-
ней скорости УВ Vc в алюминии вдоль оси лазер-
ного пучка, полученной в расчете по программе
NUTCY: δVex/Vc = Vc∆τ/h0. Определенное таким
образом относительное уменьшение скорости УВ на
краю пятна не превышает 6%, что свидетельствует
о плоском фронте УВ в пределах пятна фокусиров-
ки лазерного пучка установки «Луч». Приведенные
в табл. 1 значения δVс/Vc численного расчета близки
к значениям δVex/Vc, определенным по измеренным
значениям разновременности ∆τ .

Наибольшая скорость УВ в слое алюминия
Vc = 28 км/с имеет место в расчете эксперимента
№1 при максимальной интенсивности лазерного им-
пульса 1.5 · 1013 Вт/см2. Скорость Vc незначительно

снижается до 24 км/с в расчете эксперимента №2
при уменьшении интенсивности до 1.2 · 1013 Вт/см2.
Мишень эксперимента №2 имела, как и мишень
эксперимента №1, достаточно толстый слой погло-
тителя и близкое отношение толщины поглотителя
к толщине вакуумного промежутка, hp/hg = 8.4.
В расчете эксперимента №3 скорость Vс снижалась
до значения 21 км/с при прочих равных условиях
по сравнению с расчетом №2 за исключением
соотношения hp/hg, которое в эксперименте №3
составляло значительно меньшую величину — 3.4.
Наличие более тонкого слоя пористого поглотителя
(при увеличенном зазоре) обусловливает уменьше-
ние в эксперименте №3 скорости УВ в алюминии
вследствие раннего прихода волны разгрузки со
стороны слоя малоплотного вещества. Результаты
эксперимента №2 показывают, что в нем получена
наилучшая степень однородности распределения
скорости δVex/Vc = 0.024, в то время как численный
расчет не выделяет в значительной степени экспе-
римент №2 по сравнению с экспериментами №1 и
№3 по величине δVс/Vc. Эксперимент №2 отличался
от экспериментов №1 и №3 тем, что в нем было
наибольшее отношение hp/hg.

На рис. 5 в качестве примера результатов числен-
ных расчетов по программе NUTCY показаны для
условий эксперимента №1 распределения плотности
и давления в момент времени 3 нс, когда фронт УВ в
центре пучка выходит на тыльную поверхность слоя
алюминия. Лазерный пучок падает по нормали (на
рис. 5 сверху вниз) на поверхность слоя поглотите-
ля с плотностью 10 мг/см3, который в начальный
момент занимал область с координатой z от 167 до
471 мкм и после которого располагались вакуумный
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Рис. 5. Распределения плотности (а) и давления (б) в момент времени 3 нс нс (расчет по программе NUTCY)

Рис. 6. (В цвете онлайн) Хронограмма свечения УВ в эксперименте №6 из табл. 2 (а) и временные зависимости свече-

ния для разных поперечных координат мишени плоского типа (б). Кривая черного цвета — сечение 1, кривая красного

цвета — сечение 2, кривая синего цвета — сечение 3

зазор с плотностью 10−6 г/см3 — при z от 120 до
167 мкм, а затем слой алюминия — при z от 100
до 120 мкм. К моменту времени 3 нс в центре пучка
средняя скорость УВ составляет 28 км/с, давление
за ее фронтом — около 7.5 Мбар, что примерно в 3
раза превышает давление за фронтом УВ в пери-
од ее распространения в слое пористого вещества.
Разница в положении фронта волны в центре и на
краю лазерного пучка составляет около 2 мкм, что
соответствует запаздыванию около 70 пс.

Для оценки значения абляционного давления в
малоплотном поглотителе может быть использован
известный скэйлинг [25, 26] для случая воздействия
лазерного импульса на вещество со сверхкритиче-
ской плотностью ρ > ρcr. Это связано с тем, что
плотности поглотителей 10 мг/см3 и 9 мг/см3 мень-

ше критической плотности всего лишь соответствен-
но в 1.2 и 1.4 раза и после генерации УВ лазерное из-
лучение будет воздействовать на вещество со сверх-
критической плотностью. Скэйлинг для абляцион-
ного давления имеет вид

Pab[Мбар] ≈ ρcr

[
2 (γ − 1)

3γ − 1

I

ρcr

]2/3
≈

≈ 12

[
2 (γ − 1)

3γ − 1

]2/3 (
A

Z

)1/3 I
2/3
(14)

λ
2/3
µ

, (1)

где ρcr ≈ 1.8 · 10−3A/Zλ2µ — критическая плотность
в г/см3, A и Z — атомное число и степень иониза-
ции плазмы, λµ — длина волны в мкм, I(14) — ин-
тенсивность в единицах 1014 Вт/см2, γ — показатель
адиабаты.
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Таблица 2. Условия проведения и результаты экспериментов, а также результаты численных расчетов по иссле-

дованию временной динамики скорости УВ: hp и ρ — толщина и средняя плотность пористого поглотителя; hg —

толщина вакуумного промежутка между слоем пористого поглотителя и слоем алюминия; h0, h1 и h2 — толщина

базового слоя и ступеней слоя алюминия; E2ω — энергия лазерного импульса второй гармоники в пятне облучения;

I — интенсивность лазерного излучения в центральной однородной части пятна; ∆t1 и ∆t2 — разновременность

между выходом УВ соответственно из базового слоя и первой ступени и из первой и второй ступеней; V1(ex) и

V2(ex) — средние скорости УВ соответственно в первой и второй ступенях, измеренные в эксперименте; V1(c) и

V2(c) — средние скорости УВ в первой и второй ступенях в расчете по программе СНД

№ hp, ρ, hg, h0; h1; h2, E2ω , I, ∆t1; ∆t2, V1(ex); V2(ex), V1(c); V2(c)

мкм мг/см3 мкм мкм Дж 1013 Вт/см2 пс км/c км/c

1 348 10 53 20; 13; 12 210 1.3 580; 540 23.3; 22.6 23; 20

2 339 10 41 20; 14; 16 180 1.1 630; 740 23.2; 21.5 22; 19

3 323 20 23 20; 12; 10 190 1.1 510; 550 22.9; 21.3 23; 21

4 280 24 22 20; 16; 16 310 1.3 720; 710 21.9; 22.8 23; 21

5 283 24 22 20; 11; 11 320 1.6 390; 470 29.7; 25.1 25; 23

6 300 25 38 20; 16; 13 420 1.8 580; 590 27.4; 22.2 23; 21

В приближении полностью ионизованной
плазмы поглотителя (A/Z ≈ 2, γ = 5/3) при
λµ = 0.53мкм для I = 0.15 · 1014 Вт/см2 оценка
по формуле (1) дает значение Pab = 3.2Мбар,
которая находится в хорошем согласии с результа-
тами численных расчетов. Приближенная оценка
увеличения давления при переходе УВ из поглоти-
теля с плотностью ρa в слой твердого вещества с
плотностью ρs дается выражением [12, 16]

G ≈




(
1 + β1/2

)
(
1 + β1/2

ρa
ρs

)




2

, (2)

в котором β = (1 + γa) / (1 + γs), γa и γs — по-
казатели адиабаты в поглотителе и твердой части
мишени. При плотности поглотителя, много мень-
шей плотности твердой части мишени, ρa ≪ ρs,
выражение (2) дает масштаб предельного увеличе-
ния давления около 4. Давление УВ в алюминии
7.5 Мбар, полученное в численных расчетах, выпол-
ненных с учетом реального УРС алюминия, соответ-
ствует увеличению давления по сравнению с давле-
нием в поглотителе (3.5 Мбар) примерно в 3 раза,
что близко к предельному.

В табл. 2 представлены условия проведения и ре-
зультаты экспериментов, а также численные расче-
ты, относящиеся к исследованию временной дина-
мики УВ, выполненного с использованием мишеней,
содержащих двухступенчатый слой алюминия.

На рис. 6 в качестве примера представлена хро-
нограмма эксперимента №6 из табл. 2, которая по-

казывает распространение УВ по ступенькам.
Результаты экспериментов свидетельствуют о

высокой степени стационарности распространения
УВ на дистанции около 30 мкм в течение времени до
1.5 нс. Снижение скорости УВ во второй ступеньке
алюминия составляло не более 10–15% от скорости
УВ в первой ступеньке. Столь высокая степень ста-
ционарности УВ и столь незначительное искажение
пространственной формы ее фронта с большим за-
пасом удовлетворяют возможностям пространствен-
ного и временного разрешения методов диагности-
ки, применяемых в современных экспериментах по
исследованию УРС. Численные расчеты были вы-
полнены по одномерной программе СНД, использо-
вание которой обосновано результатами, свидетель-
ствующими о плоском фронте УВ. Результаты рас-
четов показывают хорошее согласие с результатами
экспериментов.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Экспериментально обоснована высокая эффек-
тивность использования малоплотного поглотителя
излучения тераваттного лазерного импульса нано-
секундной длительности для генерации плоской ста-
ционарной УВ при предельно высокой передаче дав-
ления твердому веществу от поглотителя. Для усло-
вий актуальных для исследования УРС установ-
лены длительность стационарного распространения
УВ в твердом веществе и степень сохранения плос-
кого фронта такой волны.
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При облучении мишеней, содержащих слой по-
ристого поглотителя с плотностью 0.01–0.025 г/см3

и толщиной от 200 до 400 мкм, импульсом излучения
второй гармоники Nd-лазера с интенсивностью око-
ло 1013 Вт/см2 зарегистрировано стационарное рас-
пространение плоских УВ в алюминиевом слое со
скоростью 20–30 км/с, изменение которой в попереч-
ном направлении составило не более 5%, в течение
периода времени, превышающего 1 нс, при близком
к предельному увеличении давления от 3–3.5 Мбар
в слое поглотителя до 7–10 Мбар в слое алюминия.
Столь высокая степень стационарности УВ и незна-
чительное искажение пространственной формы ее
фронта с большим запасом удовлетворяют требова-
ниям современного эксперимента по исследованию
УРС.

Имея в виду известную зависимость давле-
ния, инициирующего УВ, от интенсивности и дли-
ны волны воздействующего лазерного излучения
P ∝ (I/λ)

2/3 [25, 26], при увеличении интенсивности
импульса на порядок можно прогнозировать увели-
чение давления стационарной плоской УВ в 4.5 ра-
за — до 40 Мбар для второй гармоники излучения
Nd-лазера и в 6 раз — до 50 Мбар для третьей гар-
моники.

Финансирование. Исследование выполнено в
рамках научной программы Национального центра
физики и математики (проект «Физика высоких
плотностей энергии. Этап 2023-2025»).
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Показано, что критерий Конторовича нейтральной устойчивости релятивистских ударных волн (реля-

тивистский аналог критерия Дьякова–Конторовича в классической гидродинамике), после исключения

производной вдоль ударной адиабаты Тауба–Гюгонио с использованием соотношений на релятивистском

ударно-волновом разрыве, сводится к ограничению на изоэнтальпийную производную внутренней энер-

гии по удельному объему в системе покоя: p > −(∂ε/∂v)
w
> p0. Полученная формулировка справедлива

и в классической гидродинамике. Выведены следствия данной формулировки для ударных волн с одно-

фазным и двухфазным конечными состояниями в среде с фазовым переходом первого рода. Показано

влияние параметра Риделя и изохорной теплоемкости на реализуемость нейтрально устойчивых ударных

волн. В модельной постановке задачи исследовано влияние локальной термодинамической неравновес-

ности на затухание возмущений нейтрально устойчивой ударной волны.

DOI: 10.31857/S0044451024040138

1. ВВЕДЕНИЕ

Линейная теория устойчивости ударных волн в
средах с произвольными термодинамическими свой-
ствами выделяет диапазон параметров ударной вол-
ны, в котором в рамках анализа линеаризованной
задачи для уравнений, описывающих эволюцию воз-
мущений, последние не растут и не затухают. По-
ток энергии акустической составляющей вторичных
волн в этом случае направлен от ударной волны в
сторону ударно-сжатого вещества, т. е. ударная вол-
на является источником вынужденного излучения
звука, если имеет место нелинейная устойчивость,
или спонтанного в противном случае. Для обозна-
чения этого диапазона в литературе используют-
ся термины: неустойчивость Дьякова–Конторовича,
спонтанное излучение звука ударной волной, ней-
тральная (в рамках линейной теории) устойчивость
ударной волны. С выполнением условий нейтраль-

* E-mail: konyukhov_av@mail.ru

ной устойчивости связывают сложное поведение
ударных волн, состоящее в аномально медленном за-
тухании возмущений и связанной с этим неоднород-
ностью параметров за ее фронтом.

Впервые анализ устойчивости нерелятивистской
ударной волны к малым двумерным возмущениям в
среде с произвольными термодинамическими свой-
ствами был выполнен С. П. Дьяковым [1] с ис-
пользованием метода нормальных мод и позднее
уточнен В. М. Конторовичем [2]. В рамках про-
веденного исследования были получены критерии
неустойчивости ударной волны, связывающие без-
размерную производную вдоль ударной адиабаты
L = j2(∂V/∂p)H , j = ρv — плотность потока мас-
сы через поверхность ударной волны, число Маха
течения за фронтом ударной волны (M) и степень
сжатия вещества в ударной волне:

L < −1 или L > 1 + 2M

(неустойчивость),
(1)

L >
1−M2(1 + V0/V )

1−M2(1− V0/V )

(нейтральная устойчивость).
(2)
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Впоследствии эти условия были вновь получены
на основе более общего математического подхода [3].
В работе Конторовича [4] анализ был обобщен на
случай релятивистской гидродинамики и получена
релятивистская формулировка критериев устойчи-
вости, которые в нерелятивистском пределе перехо-
дят в (1), (2). В [5] введен релятивистский аналог па-
раметра L и предложена формулировка критериев
устойчивости ударной волны, полученных в [4], по-
средством этого параметра. До настоящего времени
выполнение (2) фиксировалось для ударных волн в
металлах [6–8], в условиях неравновесной ионизации
в газах [9, 10], в реальном газе [11–13]. Установлено
выполнение этого условия в горячей плазме угле-
рода, кремния, алюминия, ниобия [14], в неадиаба-
тических условиях при протекании реакций [15, 16].
В большинстве случаев реализация условия обнару-
живалась в результате непосредственной проверки
выполнения (2) на ударной адиабате.

Впервые на тот факт, что условие нейтраль-
ной устойчивости ударной волны, после исключе-
ния из него параметра L с использованием соот-
ношений на ударно-волновом разрыве, существенно
упрощается, было указано в [17] для случая нере-
лятивистской ударной волны. Позднее устойчивость
релятивистских ударных волн в линейном прибли-
жении была повторно исследована в [18, 19] на ос-
нове метода, аналогичного [3]. Исследование кор-
ректности смешанной задачи для уравнений, опи-
сывающих эволюцию возмущений с использовани-
ем условия Лопатинского, привело к формулировке
критерия нейтральной устойчивости ударной вол-
ны в виде ограничения на производные уравнения
состояния. На основе полученных результатов был
рассмотрен вопрос устойчивости ударных волн для
некоторых уравнений состояния [11, 20]. Термоди-
намическая формулировка в виде ограничения на
термодинамические производные обладает преиму-
ществом непосредственной, без построения ударных
адиабат для конкретного уравнения состояния, свя-
зи между термодинамическими свойствами среды
и устойчивостью ударной волны и является удоб-
ным инструментом для анализа реализуемости ней-
трально устойчивых ударных волн в рамках реля-
тивистской и классической гидродинамики.

Изучению этой связи для сред с фазовыми пе-
реходами посвящена данная работа. В разд. 2 на
основе результата Конторовича [4] получена экви-
валентная термодинамическая формулировка кри-
терия нейтральной устойчивости релятивистской
ударной волны в виде ограничения на изоэнтальпий-
ную производную внутренней энергии по удельному

объему. В разд. 3 даны примеры применения это-
го термодинамического критерия для оценки реали-
зуемости нейтральной устойчивости ударных волн
в средах с различными уравнениями состояния. В
разд. 4 показано, что в термодинамической форму-
лировке критерий нейтральной устойчивости удар-
ных волн одинаково записывается в релятивистском
и нерелятивистском случаях. В разд. 5 выведены
следствия данной формулировки для ударных волн
с однофазным и двухфазным конечными состояния-
ми в среде с фазовым переходом первого рода. Пока-
зано влияние параметра Риделя и изохорной тепло-
емкости на реализуемость нейтрально устойчивых
ударных волн. В разд. 6 в рамках модельной по-
становки задачи, которая опирается на результаты
предыдущих разделов, показано влияние неравно-
весности внутренних степеней свободы молекул на
затухание возмущений нейтрально устойчивой удар-
ной волны.

2. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ
НЕЙТРАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ

УДАРНЫХ ВОЛН

Критерий нейтральной устойчивости реляти-
вистской ударной волны в рамках специальной
теории относительности впервые получен Кон-
торовичем на основе исследования устойчивости
методом нормальных мод. Результат представлен в
системе отсчета, связанной с ударно-волновым раз-
рывом, с использованием системы единиц, в которой
скорость света равна 1. Критерий сформулирован в
виде следующей цепочки неравенств [4]:

− 1

u2y

(
1 + 2γ

uy
c

)
<

(
∂h

∂p

)

H

<

− 1

u2y

1−M2 − (1 + 2u2y)M
2/(u2yα)

1−M2 +M2/(u2yα)
. (3)

Здесь

γ = 1/
√
1− v2,

α = [h]/[p]− 2,

где [·] обозначает скачок соответствующей величины
на ударно-волновом разрыве; uy = γv — компонен-
та 4-вектора скорости, нормальная к поверхности
ударной волны; v — соответствующая компонента
гидродинамической скорости, M = v/c — число Ма-
ха течения за фронтом ударной волны, c — скорость
звука:

c2 = (∂p/∂e)S ;
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e — плотность внутренней энергии; p — давле-
ние; h = e+ p — плотность энтальпии; производная
(∂h/∂p)H берется вдоль ударной адиабаты Тауба –
Гюгонио [21]:

h20V
2
0 − h2V 2 + (p− p0)(h0V

2
0 + hV 2) = 0, (4)

где индекс «0» относится к состоянию перед удар-
ной волной; V — удельный объем в связанной си-
стеме отсчета. В зависимости от рассматриваемой
системы удельные величины приходятся на части-
цу, единицу барионного числа или единицу массы.

Левое неравенство в (3) для определения грани-
цы нейтральной устойчивости ударной волны не су-
щественно, поскольку участок неустойчивости

− 1

u2y

(
1 + 2γ

uy
c

)
>

(
∂h

∂p

)

H

, (5)

соответствующий экспоненциальному росту возму-
щений, на ударной адиабате всегда перекрывает-
ся областью структурной неустойчивости или ме-
тастабильного поведения ударной волны. Интерес
представляет правое неравенство, так как оно опре-
деляет границу области устойчивых ударных волн
и области нейтральной устойчивости. Рассмотрим
условия, которым должно удовлетворять уравнение
состояния вещества, чтобы в нем были возможны
ударные волны, отвечающие (3). Для этого преоб-
разуем правое неравенство (3), исключив производ-
ную вдоль ударной адиабаты и скорость, с исполь-
зованием соотношений на релятивистском ударно-
волновом разрыве. Запишем это неравенство в эк-
вивалентном виде

1 + u2yq

2(1 + u2y)
<

1

1 + (M−2 − 1)u2yα
, (6)

где по определению

q =

(
∂h

∂p

)

H

,

и преобразуем отдельно левую и правую части (6).
Согласно (4) приращения плотности энергии, дав-
ления и удельного объема вдоль ударной адиабаты
Тауба–Гюгонио связаны соотношением

X0

X
dp+

[p]− h

X
dX = de, (7)

где X ≡ hV 2. Используя соотношение на ударно-
волновом разрыве

X0

X
= u−2

y

[p]

h
+ 1, (8)

тождество

v2 =
u2y

1 + u2y

и вводя обозначения

g =
[p]

h
− 1, V̄p =

h

V

(
∂V

∂p

)

e

, V̄e =
h

V

(
∂V

∂e

)

p

, (9)

получим выражение для левой части (6):

1 + u2yq

2(1 + u2y)
=

1 + g(V̄pv
2 − V̄e)

1 + g(V̄pc2 − V̄e)
. (10)

Из соотношений на релятивистском ударно-волно-
вом разрыве следует выражение для параметра α:

α =

(
1− [p]

h

) / (
u2y +

[p]

h

)
. (11)

С учетом (11) правая часть (6) приводится к виду

1

1 + (M−2 − 1)u2yα
=

1 + g(1− v2)

1 + g(1− c2)
. (12)

После подстановки преобразованных выражений
(10) и (12) в (6) имеем

1 + g(V̄pv
2 − V̄e)

1 + g(V̄pc2 − V̄e)
<

1 + g(1− v2)

1 + g(1− c2)
. (13)

Из соотношения для квадрата скорости звука

c2 = −(1 + V̄e)/V̄p > 0,

ограничения на параметр g, которое следует из со-
отношений на ударно-волновом разрыве:

−1 < g < −1/2,

принципа причинности c < 1 и условия эволюци-
онности ударно-волнового разрыва v < c следует,
что знаменатель правой части (13) положителен, а
знак знаменателя левой части неравенства противо-
положен знаку V̄p. После приведения к общему зна-
менателю, деления на g, V̄p и v2 − c2, приходим к
неравенству, эквивалентному (13),

[p]
(
1− V̄e/V̄p

)
> hc2. (14)

С учетом тождества

1− V̄e/V̄p = wε|V ,

где

wε|V =

(
∂w

∂ε

)

V

,
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ε = V e — внутренняя энергия, w = ε+pV — энталь-
пия, (14) принимает вид

hc2 − wε|V [p] < 0. (15)

Условие (15) равносильно критерию нейтральной
устойчивости ударной волны в формулировке Кон-
торовича. Термодинамическое тождество

wε|V (εV |w + p) = hc2,

доказательство которого дано в Приложении, мож-
но записать в виде

wε|V (G+ [p]) = hc2, (16)

где

G = εV |w + p0.

Выразив производную wε|V из (16), после подста-
новки в (15) получим эквивалентную запись условия
нейтральной устойчивости ударной волны:

G

G+ [p]
hc2 < 0, (17)

из которой следует, что условие нейтральной устой-
чивости выполняется тогда и только тогда, когда па-
раметр G заключен в диапазоне −[p] < G < 0, что
равносильно ограничению на производную внутрен-
ней энергии:

p > −εV |w > p0. (18)

Левое неравенство в (18) равносильно условию
wε|V > 0, другая запись которого имеет вид Γ > −1,
где

Γ = V pT |V /εT |V
— параметр Грюнайзена. Невыполнение этого усло-
вия представляется экзотичным, хотя не противоре-
чит законам термодинамики. В этих условиях силу
критерия приобретает правое неравенство

−εV |w > p0, (19)

которое чаще всего не выполняется и выполнение
которого в ограниченной области фазовой диаграм-
мы означает реализуемость нейтральной устойчи-
вости ударных волн. Это условие выполняется при
отрицательной производной в левой части (19) в
первую очередь для ударных волн высокой интен-
сивности. Приведем ряд примеров.

3. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО КРИТЕРИЯ

Релятивистское уравнение состояния газа невза-
имодействующих частиц [22],

w =
K3(1/(w − ε))

K2(1/(w − ε))
, (20)

где K2 и K3 — модифицированные функции Бес-
селя второго рода второго и третьего порядка, не
допускает выполнение (19) в силу того, что левая
часть неравенства равна нулю. Аналогично урав-
нения состояния ультрарелятивистского газа, излу-
чения, нерелятивистского идеального газа, а также
любое калорическое уравнение состояния, связыва-
ющее энтальпию и внутреннюю энергию функцио-
нальной зависимостью вида f(w, ε) = 0, или в пара-
метрической записи pV = f(T ), ε = ε(T ), допуска-
ют существование только устойчивых в рамках ли-
нейной теории [1–4] ударных волн. Одним из при-
ложений релятивистской гидродинамики является
моделирование ударного сжатия ядерной материи
при столкновении релятивистских ядер в коллай-
дерах, приводящего к образованию кварк-глюонной
плазмы и последующему ее расширению и адро-
низации. На этапе столкновения параметры кварк-
глюонной плазмы оцениваются из соотношений на
ударно-волновом разрыве, и вопрос устойчивости
ударной волны поднимался в литературе, см., на-
пример, [23–25]. Калорическое уравнение состояния
кварк-глюонной плазмы в рамках модели мешков
(M.I.T. bag model, см. [26]), при выводе которого
пренебрегается массой кварков, имеет вид

w =
4

3
(ε−BV ), (21)

где B > 0 — константа модели мешков. Следо-
вательно, выполнение (3) для ударных волн с ко-
нечным состоянием в области фазовой диаграм-
мы ядерного вещества, соответствующей кварк-
глюонной плазме, невозможно, если влияние кор-
ректирующих поправок к (21) не превысит стаби-
лизирующее влияние константы B.

Пусть уравнение состояния вещества задано в
параметрической форме

p = p(V, T ), ε = ε(V, T ). (22)

Перейдем в (19) от переменных (p, w) к переменным
(V, T ). Такой переход является взаимно однознач-
ным. В результате получим

(pV )V |T − ξ(V pV |T + TpT |V ) > p0, (23)
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ξ =
1

1 + εT |V /(V pT |V )
.

Необходимое условие реализуемости нейтраль-
ной устойчивости, соответствующее пределу удар-
ных волн бесконечной интенсивности, (p0 → 0) в
(23), может быть записано в виде

(pV )V |T cV > V pT |V εV |T , (24)

где

εV |T = TpT |V − p, cV = εT |V .
Следовательно, для среды с положительным па-
раметром Грюнайзена, что является наиболее рас-
пространенным случаем для реальных сред, неза-
висимость внутренней энергии от объема ε = ε(T )

либо отрицательность производной εV |T < 0 при
(pV )V |T > 0 означает безусловную (независимо от
сV ) реализуемость нейтрально устойчивых ударных
волн. В этом случае существует пороговая интен-
сивность ударной волны, выше которой критерий
Дьякова–Конторовича выполняется. В оставших-
ся случаях реализуемость нейтральной устойчиво-
сти определяется величиной изохорной теплоемко-
сти. И, напротив, если (pV )V |T < 0, неотрицатель-
ность εV |T влечет безусловную устойчивость удар-
ных волн в соответствии с этим критерием. На та-
ких примерах мы видим, как свойство вынужденно-
го или спонтанного излучения звука ударной волной
одновременно с фактом ее нейтральной устойчиво-
сти в рамках линейной теории определяется по урав-
нению состояния без построения ударных адиабат и
проверки критерия в его первоначальном виде.

4. НЕРЕЛЯТИВИСТСКИЙ ПРЕДЕЛ

Полученная в рамках более общей теории форма
записи условия нейтральной устойчивости ударной
волны (18) одинаково справедлива для релятивист-
ских и нерелятивистских ударных волн. В качестве
иллюстрации этого утверждения выведем ее непо-
средственно из (2). Приращения переменных вдоль
ударной адиабаты

ε− ε0 +
1
2 (p+ p0)(V − V0) = 0 (25)

связаны соотношением

εV |pdV + εp|V dp+
V − V0

2
dp+

p+ p0
2

dV = 0, (26)

которое с учетом выражения для скорости звука и
соотношений на ударно-волновом разрыве приводит
к следующему выражению для параметра Дьякова:

L = −1 +
1−M2

1− 1
2 (p− p0)/(p+ εV |p)

. (27)

Так как, с другой стороны, (2) равносильно

L > −1 +
1−M2

1
2 (1−M2(V − V0)/V )

, (28)

условие Дьякова–Конторовича можно записать в
виде

1−M2

1− 1
2 (p− p0)/(p+ εV |p)

>
1−M2

1
2 (1−M2(V − V0)/V )

.

(29)
M < 1, V0 > V , следовательно, обе дроби положи-
тельны и условие принимает вид

M2V0 − V

V
> 1− p− p0

p+ εV |p
. (30)

С учетом тождеств

c2

V 2
=
p+ εV |p
εp|V

, M2 =
p− p0
V0 − V

V 2

c2
(31)

имеем
wε|V [p] > c2/V, (32)

что является нерелятивистским аналогом (15). Ис-
пользуя нерелятивистский предел тождества (16)

wε|V (G+ [p]) = c2/V , (33)

имеем окончательно

p > −εV |w > p0.

Ожидаемо приходим к результату, полученному в
рамках релятивистской гидродинамики. Метод нор-
мальных мод и метод исследования корректно-
сти смешанной задачи для возмущений одинако-
во определяют границы устойчивости, соответствен-
но, ограничения на производные уравнения состо-
яния за фронтом нейтрально устойчивой ударной
волны [11]

ρ

p

(
∂p

∂ρ

)

ε

< 1, 1 +
1

ρεp|V
> 0 (34)

эквивалентны (18). Действительно, соотношения

−εV |w =
wV |ε
wε|V

=
p+ V pV |ε
1 + V/εp|V

> p0,

p+ εV |w =
hc2

wε|V
=

hc2

1 + V/εp|V
> 0

показывают связь между (34) и (18). При этом (18)
имеет простую термодинамическую трактовку: ней-
трально устойчивые ударные волны возможны толь-
ко в условиях, когда внутренняя энергия уменьша-
ется при расширении в изоэнтальпийном процессе,
а границами нейтральной устойчивости в простран-
стве термодинамических переменных являются ли-
нии уровня производной внутренней энергии по объ-
ему εV |w.
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5. НЕЙТРАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
УДАРНЫХ ВОЛН И ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД

ПЕРВОГО РОДА

5.1. Двухфазные состояния за фронтом

ударной волны

Для ударных волн с конечным состоянием в
двухфазной области фазового перехода (p = ps(T )

и pV |T = 0, где ps — давление на линии насыщения)
условие (24) принимает вид

cV
R

> θ
(
θ/(1− I−1)− 1

)
Z, (35)

где

Z =
pV

RT

— коэффициент сжимаемости,

θ =
d(ln ps)

d(lnT )

— функция температуры, характеризующая наклон
кривой фазового равновесия в плоскости перемен-
ных (p, T ), I = p/p0 — перепад давления на фронте
ударной волны. Необходимое условие реализуемости
нейтрально устойчивых ударных волн, соответству-
ющее пределу ударных волн бесконечной интенсив-
ности, есть

cV
R

> θ (θ − 1)Z. (36)

Из (36) следует безусловная (независимо от cV )
реализуемость нейтральной устойчивости сильных
ударных волн при 0 < θ < 1. Ударная волна в этом
случае является нейтрально устойчивой при перепа-
де давления на фронте I > (1− θ)

−1. В случае θ < 0

и θ > 1 реализуемость таких ударных волн опреде-
ляется величиной изохорной теплоемкости. Фазово-
му переходу жидкость–газ для широкого круга ве-
ществ соответствует случай θ > 1.

Значение θ в критической точке являет-
ся параметром подобия термодинамических
свойств различных веществ (параметр Риде-
ля, α = (d(ln p)/d(lnT ))c) и в рамках закона
соответственных состояний аппроксимируется
зависимостью

α = 4.919ω + 5.811,

где ω — ацентрический фактор Питцера, что с уче-
том корреляции для сжимаемости

Zc = 0.291− 0.080ω

дает

(θ (θ − 1)Z)c ≈ 8.135 + 12.97ω.

Рис. 1. Левая и правая части (36) для H2O на границе

двухфазной области в зависимости от приведенной темпе-

ратуры

Рис. 2. Линии уровня εV |
w

для магния, k′ — граница ней-

тральной устойчивости ∂Ω(pk), где pk — начальное давле-

ние ударной адиабаты k, C.p. — критическая точка

На границе двухфазной области со стороны насы-
щенной жидкости и насыщенного пара правая часть
(36) является функцией температуры. Эти зависи-
мости, следующие из закона соответственных состо-
яний для ацентрического фактора воды ω = 0.344

[27], показаны на рис. 1, где также представлены
данные о теплоемкости жидкой воды и пара на гра-
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нице двухфазной области со стороны двухфазных
состояний [28]. Правая и левая части (36) внутри
двухфазной области на изотерме являются линей-
ными функциями удельного объема, следователь-
но, выполнения неравенства на границах двухфаз-
ной области со стороны жидкости и газа достаточно,
чтобы оно выполнялось во всех внутренних точках.
Из рис. 1 следует, что (36) выполняется в околокри-
тической области при температуре, превышающей
приблизительно 0.78, при всех значениях удельного
объема. При меньшей приведенной температуре по-
являются двухфазные состояния с преобладающей
долей пара, для которых (36) не выполняется. По-
хожая картина имеет место и для других веществ.
В [7] на основе широкодиапазонного уравнения со-
стояния показана аналогичная картина нейтраль-
ной устойчивости ударных волн с конечным состо-
янием в двухфазной области металлов. На рис. 2
для широкодиапазонного уравнения состояния маг-
ния (см. [7]) показаны области нейтральной устой-
чивости ударных волн, построенные как линии уров-
ня εV |w. Обозначение k′ соответствует границе об-
ласти ∂Ω(pk), где pk — начальное давление ударной
адиабаты k. Каждая из показанных ударных адиа-
бат имеет участки нейтральной устойчивости на пе-
ресечении с соответствующей областью Ω(pk) как в
двухфазной, так и в однофазной области.

5.2. Однофазные состояния за фронтом

ударной волны

Рассмотрим следствия (23) для ударных волн с
конечным состоянием в однофазной области фазо-
вого перехода при положительном наклоне кривой
фазового равновесия в критической точке θc > 0.

Из непрерывности pV |T при переходе через кри-
тическую точку из двухфазной области в одно-
фазную следует, что между бинодалью фазового
перехода и кривой Бойля (определяемой услови-
ем (pV )V |T = 0) в переменных (V, p) выполняется
(pV )V |T > 0. Из непрерывности производной pT |V
в критической точке (соотношение Планка–Гиббса
(pT |V )c = (dps/dT )c, означающее, что в критиче-
ской точке наклон линии насыщения в координатах
(T, p) равен наклону критической изохоры) следует
непрерывность εV |T , а из тождества

(∂(εV |T )/∂T )|V = (∂cV /∂V )|T

— ограниченность ее производной по температуре.
Заметим, что модели, в которых теплоемкость при
постоянном объеме зависит только от температуры,

приводят к постоянству εV |T на изохоре. Следова-
тельно, если наклон кривой фазового равновесия в
плоскости переменных (T, p) заключен в интервале
0 < θc < 1, в окрестности критической точки со сто-
роны однофазных состояний существует пересече-
ние областей (pV )V |T > 0 и εV |T < 0, соответствую-
щее безусловной реализуемости (независимо от теп-
лоемкости cV ) нейтральной устойчивости ударных
волн.

Граница нейтральной устойчивости на (V, p)-
диаграмме в этом случае расположена между кри-
вой Бойля и кривой εV |T = 0 и проходит через
точки их пересечения, если такие имеются. Если
наклон кривой фазового равновесия удовлетворяет
условию θc > 1, то в окрестности критической точ-
ки со стороны однофазных состояний выполняются
условия (pV )V |T > 0 и εV |T > 0. Фазовый переход
жидкость–газ соответствует этому случаю. Пусть
εV |T сохраняет знак во всей области над бинодалью,
как это имеет место для рассмотренных ниже моде-
лей реального газа. Тогда, в зависимости от вели-
чины изохорной теплоемкости, нейтральная устой-
чивость ударных волн возможна только для состоя-
ний за фронтом ударной волны, заключенных меж-
ду бинодалью и кривой Бойля. Так как предел боль-
шой теплоемкости соответствует выполнению усло-
вия нейтральной устойчивости ударных волн для
всех состояний между бинодалью и кривой Бойля, а
предел низкой теплоемкости — его невыполнению (в
этом пределе (23) принимает вид −εV |T > 0), суще-
ствует пороговое значение теплоемкости, при кото-
ром нейтрально устойчивые ударные волны стано-
вятся возможны. Оценим этот порог на основе тер-
модинамического критерия нейтральной устойчиво-
сти ударных волн для некоторых моделей реального
газа.

5.3. Влияние теплоемкости

Пусть состояние жидкости и газа описывается
единым уравнением состояния ε = ε(p, V ), как в слу-
чае уравнения Ван дер Ваальса. Из (29) заключа-
ем, что граница ∂Ω(p0) области нейтральной устой-
чивости проходит через точки пересечения прямой
p = p0 и границы гиперболичности, определяемой
условием c = 0, где c — адиабатическая скорость
звука. Эти точки расположены на плоскости (V, p)

ниже спинодали и соответствуют термодинамиче-
ски неустойчивым состояниям. Рассмотрим уравне-
ние состояния общего вида:

p = r(V )RT −A(V ), (37)
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Рис. 3. Схема, показывающая зависимость области ней-

тральной устойчивости ∂Ω(p0) в реальных газах от изохор-

ной теплоемкости. Кривые 1–3 — адиабатическая спино-

даль для трех значений теплоемкости cV 3 > cV 2 > cV 1.

Ω(p0) для каждого значения cV определяется неравен-

ством (43)

где r(V ), A(V ) — функции удельного объема. За-
висимость (37) обобщает уравнение состояния газа
Ван дер Ваальса, второе уравнение Дитеричи, раз-
личные приближения модели твердых сфер, уточ-
няющие функцию r(V ), и модели члена притяже-
ния A(V ). Для оценки реализуемости нейтральной
устойчивости ударной волны в однофазной области
слабую температурную зависимость этого члена, ко-
торая учитывается в полуэмпирических уравнениях
состояния, можно линеаризовать в окрестности би-
нодали. При известной зависимости изохорной теп-
лоемкости от температуры вида εT |V = cV (T ) фун-
даментальное уравнение такого газа записывается в
параметрической форме:

ε(V, T ) = ε0 +

T∫

0

cV (t
′)dt′ +

V∫

∞

A(v′)dv′,

s(V, T ) = s0 +

T∫

0

cV (t
′)

t′
dt′ +R

V∫

∞

r(v′)dv′.

(38)

Квадрат адиабатической скорости звука в такой сре-
де есть

c2 = V 2

((
rR

cV
− r′

r

)
(p+A) +A′

)
, (39)

r′ = dr/dV, A′ = dA/dV.

Используя (39), выразим квадрат скорости звука че-
рез давление при c = 0, представив его как функцию
объема p|c=0 = H(V, cV ):

c2 = V 2

(
rR

cV
− r′

r

)
(p−H(V, cV )), (40)

H(V, cV ) = −A′
/ (rR

cV
− r′

r

)
−A. (41)

Для данной среды

ep|V =
1

V

εT |V
pT |V

=
1

rV

cV
R
. (42)

Подстановка (40) и (42) в (32) приводит к условию
нейтральной устойчивости ударной волны:

p− p0 < λ(H(V, cV )− p0), (43)

λ = V

(
r′

r
− R

сV
r

) / (
1 + V

r′

r

)
. (44)

В случае газа с постоянной изохорной теплоем-
костью кривая p = H(V, cV ) — адиабатическая спи-
нодаль. Граница области нейтральной устойчиво-
сти ∂Ω(p0) в плоскости переменных (V, p), в соот-
ветствии с (43), есть образ адиабатической спино-
дали при растяжении относительно прямой p = p0
в направлении оси p с коэффициентом, зависящим
от объема и теплоемкости. Это дает простую каче-
ственную картину положения области нейтральной
устойчивости относительно бинодали, показанную
на рис. 3, из которой следует, что если p0 превы-
шает максимум давления на адиабатической спино-
дали (кривая 1 ), (18) не выполняется даже в об-
ласти метастабильных и нестабильных состояний.
При повышении теплоемкости адиабатическая спи-
нодаль смещается в область более высоких давлений
и при некотором значении теплоемкости ∂Ω(p0) вы-
ходит в область термодинамически стабильных од-
нофазных состояний (кривая 2 ). При дальнейшем
увеличении теплоемкости становятся возможными
сверхкритические давления за фронтом нейтраль-
но устойчивой ударной волны (показана штриховой
линией). При еще большей теплоемкости ∂Ω(p0) про-
ходит через критическую точку фазового перехода
и становятся возможными нейтрально устойчивые
ударные волны со сверхкритической плотностью за
фронтом ударной волны (кривая 3 ). Чтобы пока-
зать чувствительность пороговых значений тепло-
емкости к параметру θc, который согласно (36) игра-
ет важную роль в вопросе реализуемости нейтраль-
но устойчивых ударных волн в околокритической
области, количественные оценки пороговых значе-
ний теплоемкости приведем для газов Ван дер Ва-
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альса и Дитеричи. Согласно уравнению Ван дер Ва-
альса параметр подобия Риделя θc = 4, в то время
как для уравнения Дитеричи θc = 5, что существен-
но ближе к экспериментальным значениям. Для га-
зов Ван дер Ваальса и Дитеричи

r(V ) = (V − b)
−1
, A(V ) =

a

V n
,

и условие (43) имеет простой вид

p− p0 < γ
V

b
(H(V, cV )− p0),

H(V, cV ) =
a

γV n
(n− γ − nb/V ),

(45)

где

γ = 1 +R/cV .

Согласно (45) максимум давления на границе ней-
тральной устойчивости составляет

max
∂Ω(0)

(p) =
a

bn
(n− γ)

n
(n− 1)

n−1

n2n−1
. (46)

С учетом параметров критической точки

Vc =
n+ 1

n− 1
b, pc =

a

bn

(
n− 1

n+ 1

)n+1

, θc =
2n

n− 1
,

RTc
pcVc

=
4n

(n− 1)(n+ 1)

максимум давления на ∂Ω(0), отнесенный к давле-
нию в критической точке, есть

max
∂Ω(0)

(p/pc) =
(n− γ)

n
(n+ 1)

n+1

(n− 1)2n2n−1
. (47)

Согласно (47) граница нейтральной устойчивости
ударных волн выходит в область сверхкритических
давлений при условии

γ < n− (n− 1)
2/n

n(2n−1)/n

(n+ 1)
(n+1)/n

, (48)

что дает

γ < 2− (2/3)3/2 ≈ 1.455

для газа Ван дер Ваальса (n = 2) и

γ < 5/3(1− 52/5/218/5) ≈ 1.405

для газа Дитеричи (n = 5/3).
Условие достижения в нейтрально устойчивой

ударной волне сверхкритических плотностей полу-
чим, подставив в (45) параметры критической точ-
ки

γ <

(
2n

n− 1
− n− 1

n+ 1
(1− p0)

) / (
p0 +

n+ 1

n− 1

)
.

(49)

Для уравнений состояния Ван дер Ваальса и Дите-
ричи имеем γ < 1.222 и γ < 1.187 соответственно.
Следует отметить близость этих значений к усло-
вию реализуемости нейтрально устойчивых удар-
ных волн с начальным состоянием в однофазной об-
ласти. Согласно [13] реализация таких ударных волн
становится возможной при γ ≈ 1.215 и γ ≈ 1.199 со-
ответственно. Это условие отвечает касанию грани-
цы области нейтральной устойчивости ∂Ω(p0) удар-
ной адиабатой с начальной точкой на бинодали фа-
зового перехода при давлении p0.

Полученные оценки согласуются с общей тенден-
цией, вытекающей из (24) и непрерывности θ при
переходе через критическую точку: чем выше значе-
ние параметра подобия Риделя для фазового пере-
хода, тем выше пороговые значения изохорной теп-
лоемкости, при которых реализуются нейтрально
устойчивые ударные волны. Поскольку эксперимен-
тальные значения параметра Риделя (θc ≈ 5.8) пре-
вышают значения для уравнения Дитеричи (θc = 5)

и уравнения Ван дер Ваальса (θc = 4), для реальных
веществ можно ожидать еще более жестких ограни-
чений, чем дают эти модели. В этом случае тепло-
емкости поступательных и вращательных степеней
свободы молекул недостаточно для реализации ней-
трально устойчивых ударных волн с конечным со-
стоянием в однофазной области. Необходимо нали-
чие термодинамических факторов, связанных с воз-
буждением внутренних степеней свободы, что при-
вело бы к повышению теплоемкости или иных тер-
модинамических факторов (поправок на неидеаль-
ность), приводящих к уменьшению величины изо-
энтальпийной производной внутренней энергии по
удельному объему.

Модели сред, в которых до настоящего времени
рядом авторов констатировалось выполнение усло-
вия нейтральной устойчивости ударных волн, дают
представление о таких факторах. Для нейтрально
устойчивых ударных волн с конечным состоянием
в двухфазной области фазовой диаграммы таким
фактором являются фазовые превращения. И здесь
мы сталкиваемся со следующей проблемой.

Линейная теория устойчивости ударных волн с
использованием метода нормальных мод или в рам-
ках исследования корректности смешанной задачи
для возмущений рассматривает ударную волну как
поверхность разрыва, за которой выполняются усло-
вия локального термодинамического равновесия. В
то же время факторы, которые приводят к выполне-
нию условия нейтральной устойчивости, такие как
возбуждение внутренних степеней свободы молекул,
фазовые переходы в многофазной среде, иониза-

10 ЖЭТФ, вып. 4
597



А. В. Конюхов ЖЭТФ, том 165, вып. 4, 2024

ция с установлением равновесия между электрон-
ной и ионной подсистемой и т. д., предполагают, что
к узкой градиентной зоне с преимущественно вяз-
кой структурой, которую можно рассматривать как
ударно-волновой разрыв, примыкает протяженная
зона релаксации среды к термодинамическому рав-
новесию. При этом на вязком скачке в приближе-
нии замороженности процессов релаксации условие
нейтральной устойчивости не выполняется. Ожида-
ется, что взаимодействие ударно-волнового разры-
ва с зоной релаксации приведет к тем свойствам
длинноволновых двумерных возмущений, которые
предсказывает линейная теория, а именно: измене-
ние закона затухания возмущений ударной волны
по сравнению с тем случаем, когда ударная вол-
на устойчива в линейном приближении; вынужден-
ное (или спонтанное) излучение звука ударной вол-
ной. Здесь мы сошлемся на результат недавних ра-
бот [29, 30], в которых для ударной волны, удовле-
творяющей условию (2), выполнен линейный анализ
устойчивости с учетом релаксационной структуры
и показано, что взаимодействие ударной волны и
примыкающей к ней зоны релаксации согласуется
с выводом классической теории об излучении звука
ударной волной.

Вместе с тем линейный анализ не позволяет
определить факт устойчивости или неустойчивости
ударной волны при выполнении условия Дьякова–
Конторовича и определить закон затухания (или ро-
ста) возмущений, который в этом случае определя-
ется нелинейными членами разложения по амплиту-
де возмущений. Фактически выполнение этого усло-
вия просто сигнализирует о смене закона затухания
возмущений по сравнению с устойчивой в рамках
линейной теории ударной волной. Поэтому в следу-
ющем разделе мы рассмотрим влияние неравновес-
ности внутренних степеней свободы на скорость за-
тухания возмущений в рамках нелинейной задачи.

6. ВЛИЯНИЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЙ
НЕРАВНОВЕСНОСТИ

В качестве простой модели нейтрально устойчи-
вой ударной волны рассматривается ударная волна
с конечным состоянием в однофазной околокрити-
ческой области фазового перехода жидкость–газ в
газе с уравнением состояния

p(ρ, T ) =
ρRT

1− bρ
− aρ2,

ε(ρ, T ) = c0V T − aρ+N
RΘ

eΘ/T − 1
,

(50)

где характеристическая температура Θ одинакова
для N гармонических осцилляторов, приходящих-
ся на одну частицу. Считается, что при изменении
температуры система приходит в равновесие в тече-
ние характерного времени τ . Модельная кинетика
постулировалась в виде

τdΥ/dt = Υeq −Υ,

где

Υ−1 = c0V /R+N
Θ/T

eΘ/T − 1
. (51)

Приведенная к безразмерному виду с использо-
ванием параметров критической точки фазового пе-
рехода система, описывающая течение такого газа,
есть

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0,

∂ρv

∂t
+∇ · (ρvv + Ip) = 0,

∂(e+ 1
2ρv

2)

∂t
+∇ ·

((
e+ 1

2ρv
2 + p

)
v
)
= 0,

p =
Υ(e+ 3ρ2)

1− ρ/3
− 3ρ2,

∂ρΥ

∂t
+∇ · (ρvΥ) = ρτ−1(Υeq(p, ρ)−Υ),

Υeq(p, ρ) =

(
c0V /R+

N

x(e1/x − 1)

)−1

,

x =

(
p+ 3ρ2

)
(ρ−1 − 1/3)

(3/8)Θ
,

(52)

где e = ρε — плотность внутренней энергии, v —
вектор скорости. Для данной системы рассматрива-
ется задача об эволюции начального периодическо-
го возмущения фронта нейтрально устойчивой удар-
ной волны.

Течение рассматривается в пространственной об-
ласти

(x, y) ∈ [−l, L]× [0,Λ]

в системе отсчета, в которой невозмущенная удар-
ная волна неподвижна. Начальное возмущение зада-
но искривлением формы ударно-волнового разрыва

x = f(y),

где

f(y) = (1/5)Λ cos(πy/Λ),

Λ — полупериод возмущения. Начальные данные,
соответствующие нейтрально устойчивой ударной
волне:

(p, V ) = (0.1, 20) при x < f(y);

p = 1.2 при x > f(y).
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Оставшиеся параметры определялись из соотноше-
ний на невозмущенном ударно-волновом разрыве в
условиях равновесия внутренних степеней свободы
Υ = Υeq.

На границах y = 0 и y = Λ заданы условия сим-
метрии. Условие на участке границы x = −l фикси-
рует параметры течения перед ударной волной, на
удаленной границе при x = L ставились неотража-
ющие граничные условия.

Выбирались следующие параметры модели,
обеспечивающие выполнение условия нейтраль-
ной устойчивости ударной волны при заданных
параметрах начального состояния и конечного
давления:

c0V /R = 3/2, N = 12, Θ = 3.

Затухание возмущений ударной волны определя-
ется зависимостью от времени усредненных пульса-
ций давления на контуре C за ее фронтом. Кон-
тур усреднения расположен в зоне релаксации за
ударно-волновым разрывом с постоянным смещени-
ем относительно его текущего положения, см. рис. 4.
На рис. 5 показаны результаты расчета для трех
значений полуширины зоны релаксации ∆, опреде-
ляемой как расстояние от ударно-волнового разры-
ва, на котором разность Υ−Υeq уменьшается в два
раза по сравнению с максимальным значением. Мас-
штаб времени tΛ — время, за которое ударная вол-
на проходит расстояние, равное половине простран-
ственного периода возмущения Λ. Представленные
расчеты показывают изменение характера затуха-
ния возмущений в зависимости от соотношения ши-
рины зоны релаксации и пространственного периода
возмущения. При ∆/Λ = 0.3 наблюдается закон за-
тухания, близкий к экспоненциальному, характерно-
му для устойчивых ударных волн. При ∆/Λ = 0.005

закон затухания изменяется на более слабый, кото-
рый можно аппроксимировать степенной зависимо-
стью.

Изменение закона затухания по сравнению с
устойчивой ударной волной является вполне ожи-
даемым для нейтрально устойчивых в рамках ли-
нейного анализа ударных волн. Стабилизирующее
влияние конечной ширины зоны релаксации прояв-
ляется в большей степени для коротковолновых воз-
мущений. Следует отметить, что это влияние явля-
ется достаточно сильным: уже при отношении дли-
ны волны возмущения к характерной ширине зоны
релаксации порядка 20 мы видим существенное из-
менение в скорости затухания возмущений.

Из расчетов, представленных на рис. 5, мож-
но заключить, что в отношении скорости затуха-

Рис. 4. Положение контура C, на котором вычисляют-

ся среднеквадратичные пульсации давления за фронтом

ударной волны

Рис. 5. Влияние зоны релаксации на затухание возмуще-

ний нейтрально устойчивой ударной волны; Λ — полупе-

риод возмущения, ∆ — полуширина зоны релаксации, tΛ
— время, за которое ударная волна проходит расстояние Λ

ния возмущений диапазон нейтральной устойчиво-
сти ударных волн остается выделенным при учете
неравновесной структуры ударной волны. При этом
практическая значимость будет определяться шири-
ной релаксационной зоны и спектром возмущений в
конкретной задаче.
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Учет влияния структуры ударной волны, как
известно, корректирует выводы линейной тео-
рии устойчивости ударных волн, рассматривающей
ударную волну как поверхность разрыва. В част-
ности, в диапазоне параметров (1), в котором ли-
нейная теория предсказывает развитие двумерной
неустойчивости, вязкие ударные волны не реализу-
ются, а сжатие вещества происходит в комбиниро-
ванной волне [31–35]. В среде с фазовым переходом
такая комбинированная волна сжатия может иметь
двухволновую структуру, в которой предвестник со-
ответствует сжатию вещества в исходной фазе, а
следующая за ней ударная волна является волной
фазового превращения. Теоретический пример дает
ударное сжатие ядерной материи в условиях кварк-
адронного фазового перехода [25]. Из термодинами-
ческой формулировки критерия нейтральной устой-
чивости (18) следует, что при распаде нейтрально
устойчивой ударной волны вследствие структурной
неустойчивости замыкающая ударная волна в ком-
бинированной волне сжатия сохраняет свойство ней-
тральной устойчивости, если интенсивность пред-
вестника не превышает порогового значения

δp < −(εV |w + p0).

В этом отношении влияние структурного фактора
также является условным.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Термодинамическая формулировка критерия
нейтральной устойчивости ударной волны совпада-
ет для релятивистских и нерелятивистских ударных
волн и сводится к простому условию на производ-
ную внутренней энергии по удельному объему при
постоянной энтальпии: p > −εV |w > p0, где индекс
«0» соответствует начальному состоянию. Такая
формулировка критерия позволяет рассматривать
реализуемость нейтрально устойчивых ударных
волн в средах с различными термодинамическими
свойствами отдельно от анализа ударных адиабат. В
частности, определяющее влияние на реализуемость
нейтрально устойчивых ударных волн в среде с фа-
зовым переходом первого рода оказывает наклон
кривой фазового равновесия в плоскости (p, T ). При
значениях параметра Риделя θc = d(ln ps)/d(ln T ),

характерных для фазового перехода жидкость–газ,
выполнение условия нейтральной устойчивости для
ударных волн с конечным состоянием в однофазной
области требует высокой теплоемкости среды, пре-
вышающей теплоемкость идеального газа с учетом

вращательных и поступательных степеней свобо-
ды молекул. Результаты для модельного уравнения
состояния, обобщающего уравнения состояния Ван
дер Ваальса и Дитеричи, показали, что при увели-
чении параметра Риделя пороговое значение теп-
лоемкости, при котором становится возможна ней-
тральная устойчивость ударных волн, увеличивает-
ся. Выполнению условия нейтральной устойчивости
для ударных волн с конечным состоянием в двух-
фазной области фазового перехода жидкость–газ
способствует высокая изохорная теплоемкость, обу-
словленная теплотой фазового перехода. Рассмот-
рение термодинамических факторов, которые при-
водят к выполнению условия нейтральной устойчи-
вости ударных волн, на основе термодинамического
критерия и по литературным данным о случаях
его выполнения, говорит о том, что условие ней-
тральной устойчивости выполняется в результате
влияния зоны релаксации среды к локальному тер-
модинамическому равновесию за фронтом ударной
волны, поскольку вязкий скачок с возбуждением
поступательных и вращательных степеней свободы
не удовлетворяет этому условию. В неравновесной
зоне протекают процессы, уменьшающие величину
изоэнтальпийной производной внутренней энергии
по удельному объему. На основе простой модели ре-
лаксации внутренних степеней свободы молекул для
ударной волны с конечным состоянием в околокри-
тической области фазового перехода жидкость–газ
показано влияние зоны релаксации на скорость за-
тухания возмущений ударной волны.

Финансирование. Работа поддержана мини-
стерством науки и высшего образования Российской
Федерации (государственное задание №075-01129-
23-00).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Преобразуем правую часть термодинамического
тождества

wε|V εV |w = −wV |ε (53)

следующим образом:

−wV |ε = −p− V pV |ε =
= −p− V pV |S − V pS |V SV |ε =

= −p− V pV |S − V
pT |V
ST |V

SV |ε =

= −p− V pV |S − V
pT |V
εT |V

p = hc2 − pwε|V .
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После подстановки в (53) и перегруппировки

wε|V (εV |w + p) = hc2, (54)

где

wε|V = 1 + Γ = 1− V̄e/V̄p,

Γ = V pε|V — параметр Грюнайзена, определение
безразмерных параметров V̄e и V̄p дано в (9). В нере-
лятивистском пределе, h→ ρ, (54) принимает вид

wε|V (εV |w + p) = ρc2. (55)
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